Limit d’una funcio. Continuitat.

Limit d’una funcié en un punt.

Conceptes basics

e ©r — ¢ significa que la variable x pren valors tant propers a c
com vulguem pero sense arribar-hi.

e v — ¢~ significa que els valors s’aproximen a c des de 'esquerra
de c.

e 1 — ¢" significa que els valors s’aproximen a c¢ des de la dreta.

o lim f(z) es llegeix limit quan x tendeix a ¢’ i significa el valor
Tr—C

al que tendeix la funcié quan la variable de la funcié tendeix a c.

Ezemple 1.
o lim(z?—-1)=32-1=9-1=38
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Pot passar que el limit d’una funcié no sigui acotat, per exemple
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on la darrera igualtat s’ha de precisar ja que
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En general, escriurem oo en lloc de +00. Un parell de resultats basics al
treballar en aquest context sén
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— =0, VkeR,  —=o00, VEk#0
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Indeterminacions.

Sovint, el resultat d’un limit sera indeterminat i llavors haurem de resoldre
aquesta indeterminacié. D’indeterminacions n’hi ha de diversos tipus, en
aquest curs només en tractarem unes poques i a més, els casos més senzills.

Tipus d’indeterminacions

e co—o0 Esdegudaaqueoco+k=00, Vk
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Es deguda a que co -k =00, Vk#0

olo 8'8

Es degudaaque 0-k =0, Vk# oo

e 0-00 EsdegudaaqueO-oo:O-%:%

Indeterminacio %

Donat un quocient de polinomis, el seu limit quan x tendeix a infinit
és
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Aquest resultat es pot estendre a quocients no polinomials, per exemple

ooVt —a2+5r—1
lim —; =0
w00 /g2 —Tr 412

%, del numerador és més petit que el "grau” % del denomi-

Y

ja que el "grau’
nador.

Indeterminacié oo — oo
Es pot donar en diferents casos. La idea general és transformar la
indeterminacié en el tipus 2 per aplicar la idea anterior.

Ezxemple 2.

lim (V222 4+ 3z + 1) — V222 + 12— 7 =
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Ezxemple 3.

. x2 3x2—4
lim — =
z—oo \ 20 + 1 T — 2

r3(r —2) — (322 — 4)(2z + 1)

li =

— 2z +1)(z—2)

. 2% —22% — (62 + 32 — 8z — 4)
lim =
T—00 222 — 3x — 2
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im = —00
T—00 222 — 3x — 2

Indeterminacié %

Si es presenta com un quocient de polinomis caldra factoritzar-los per
poder eliminar la indeterminaci6. Si hi ha arrels, pot ser util mul-

tiplicar i dividir per el conjugat tal com hem fet abans a ’exemple
2.

Ezxemple 4.

r?—x —2 . (z+D(z -2

lim —— =
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Noteu que és essencial per poder simplificar el terme = + 1 que seguim
escrivint davant el quocient hm1 per garantir que no dividim per zero.
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Ezxemple 5.
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Continuitat.

Diem que una funcié f(x) és continua en un punt xy sii

lim f(z) = f(zo)

T—Xo

quan els dos membres de la igualtat existeixen. Perque existeixi
el de 'esquerra han d’existir (i ser iguals) els corresponents limits
laterals en xy. Perque existeixi el membre de la dreta ha d’existir

la imatge de x.

Exemple
Yo
111
. Il
"
L |I y=0()
|i1 ...'li .................... E
I"'n ||P II _h-""--h
— iy -] X +— i ey +
-4 -3N\:2 /0 1 2 3 4 &67—& X
——te ) L | s b
L AR :_-_-_:_::‘




En aquest exemple veiem com pot fallar la continuitat d’una
funcié.

e En g = —1 la funcié no és continua perque a pesar de que
existeixen els dos membres de la igualtat, en aquest cas
son diferents. Aquest tipus de discontinuitat s’anomena
evitable, ja que canviant la definicié d’'un sol punt, podem
fer la funcié continua.

e En zy = 0 la funcié no és continua perque els limits laterals
no sén finits. Aquesta és una discontinuitat de salt infinit.

e En z(y = 3 la funcid no és continua perque els limits laterals
son diferents i llavors, no existeix el membre de 'esquerra
de la igualtat en la definicié de continuitat. Aquest és un
exemple de discontinuitat de salt finit.



Asimptotes.

Les asimptotes son rectes a les que una funcié s’acosta tant
com vulguem. Existeixen tres tipus

e Asimptotes verticals. Quan

lim f(z) = o0

r—k

llavors diem que f(x) té una asimptota vertical en
xr=k

e Asimptotes horitzontals. Quan

lim f(x) =k

r—+00

llavors diem que f(x) té una asimptota horitzontal en
y=k

e Asimptotes obligiies. Suposarem que sén de la forma
Yy=mx—+n

llavors

isiésm # 0,00 podrem calcular

n = lim (f(z) = ma)

Noteu que la funcié no pot tallar en cap cas les asimptotes
verticals, pero si que ho pot fer amb les horitzontals i obliqiies.



