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Resum

Per diverses raons, hi ha una série de temes de la materia de ma-
tematiques de 1r de Batxillerat (nombres complexos, coniques, proba-
bilitat i estadistica) que tradicionalment han quedat fora del temari.
Donat que aquests temes poden ser necessaris per alguna altra materia
al llarg del curs de 1r o 2n de batxillerat o fins i tot, pels primer cursos
universitaris, es presenten aqui de forma no exhaustiva, per si poden
ser utils.
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1 Nombres complexos

1.1 Motivacio

Quan voliem resoldre equacions de segon grau trobavem que el nombre de
solucions depenia del signe del discriminant, és a dir ’equacio

ax’+br+c=0

té solucions
= Vb? — 4dac

2a

i si anomenem A = b? — 4ac, el discriminant, tenfem que quan A > 0 hi
havia dues solucions reals i diferents, quan A = 0 hi havia dues solucions
reals iguals i quan A < 0 no hi havia solucié.

Els nombres complexos s’introdueixen per poder dotar de soluci6 a aques-
tes equacions en aquest darrer cas.

X

Exemple 1.1.1 Si apliquem la formula de l'equacio de segon grau a

?4+r+1=0
trobem
—1+£v12—-4 —-14++v-3
.1' = =
2 2
on v/—3 no és un nombre real. Si forcem una mica les coses 1 anomenem

1 =v—1
podem escriure les solucions de I'equacié anterior com

—1+iv/3 -1 /3.
i S S

v 2 2 T3

solucions que tenen la forma
z=a+bi

amb a,b € R. El nombre a s’anomena part real i el nombre b part imaginaria
del nombre complex z.

La qiiestiéo que se’ns planteja ara és si es poden fer coses interessants
amb aquest tipus de nombres, i la resposta és afirmativa, tal com veurem a
continuacio.
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1.2 Operacions

Els nombres complexos, tal com els hem definit, es poden sumar (i restar)

(a+bi)£(c+di)=(axtc)+ (bEd)i

Exemple 1.2.1 Donats zy = 3 — 4i, 29 = 3 + 44; calculeu z1 + 25 @ 21 + 2

Tenim
21+290=3—41+3+41=6

Notem que el resultat de la suma és un nombre real i que el resultat de la
resta és un nombre imaginari pur.
Els nombres complexos també es poden multiplicar

(a+ bi) - (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi®
= ac + adi + bci — bd
= ac — bd + (ad + be)i

Exemple 1.2.2 Donats z1 = 2 — b, 2o = 3+ Ti; calculeu zq - 29

Sempre que multipliquem nombres complexos és més 1util fer les distributives
que no pas aplicar el resultat anterior com una formula
(2 —5i) - (3+7i) =6+ 14i — 157 — 35i°
=6—1—35(—1)
=41 —1
També es poden dividir. Hem de multiplicar i dividir pel conjugat® del
denominador
a+bi a+bi c—di
c+di c+di c—di
_ (a+bi)-(c—di)
e+ di) - (c—di)
ac + bd + (bc — ad)i
2+ d?
ac+bd  bc—ad.
+ 7
02 + d? CQ + d?

Notem 1"is que s’ha fet quan ha calgut del resultat i> = —1.

*El conjugat de z = a + bi es defineix com z = a — bi



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

1r Batxillerat. A.Arroyo (aarroyo@stjosep.org)

Exemple 1.2.3 Donats zy =9 — bi, 2o = 3+ 4i; calculeu z1/zo

Fem
9-50 9-5i 3—4i
3+4i 3+4i 3—4i
(9 —5i) - (3 — 44)
(34 4d) - (3 — 41)
—7— 5113
e
-7 =51,
% 25
També podem calcular poténcies d’'un nombre complex (fent servir el binomi
de Newton)

Exemple 1.2.4 Donat z = 3 — 7i, calculeu 2*
Escrivim el desenvolupament i calculem
(3-7i)*=1-3>-(70)" —=3-3%- (7)' +3-3"- (7i)* — 1-3°- (7i)*
=27—27-(Ti)+9-(49-(—=1)) — (343 - (—1))
= —414 + 154
Un resultat que sera prou tutil son les potencies de la unitat imaginaria
=1 i'=i =-1 P=— it=1

que com veiem es repeteixen ciclicament, aixo dona sentit a exercicis similars
al segiient exemple

Exemple 1.2.5 Calculeu i2°*

El que farem és fer la divisio euclidiada de 2021 entre 4, que és I'ordre d’in-
volucio de la unitat imaginaria, per obtenir

2021 =505-4+1
de forma que podem escriure

. . 4 . 4 . 4 . .
2021 _ 505441 _ 5054 j1 _ (74)505 41 _ 1505 ;1

) ) =1 7

Dit d’una altra manera, al calcular " farem la divisié euclidiana de n entre
4 per trobar el quocient ¢ i el residu r
i llavors podrem dir

=T =t = () =1 =

i com el residu només pot ser 0, 1, 2 6 3, tenim facilment el valor de la potencia.
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1.3 Forma polar d’'un nombre complex

De les operacions anteriors hem vist com el quocient i les potencies dels
nombres complexos anaven adquirint un grau de complexitat més alt. La ra
és que fins ara hem treballat amb el que s’anomena la forma binomica d’un
nombre complex

z=a-+bi

Hi ha altres formes de representar els nombres complexos que, com veurem,
resulten especialment 1tils per fer segons quines operacions amb ells.

Considerem uns eixos cartesians on a l’eix de les abscisses hi representa-
rem la part real dels nombres complexos, i a 1'eix de les ordenades, la part
imaginaria. Per abus del llenguatge, anomenarem aquests eixos eiz real i eix
imaginart respectivament. Llavors, qualsevol nombre complex z = a + bt
es pot representar per un punt (afiz) d’aquest pla (anomenat pla d’Argand)
amb les coordenades (a, b). De forma alternativa, podem caracteritzar aquest
punt amb el radi vector r i argument a, que no és més que ’angle que forma
r amb el sentit creixent de 1’eix real.

I

(e

La relacié entre els valors de a i b, i r i «, es pot trobar facilment com
a=TCcosq
b=rsina

El canvi de coordenades invers és

{r:m

o = arctan (g)

D’aquesta manera, el nombre complex z = a + bi es pot representar com
z =r,, 1 les operacions de producte i quocient de nombres complexos abans
definides, queden ara segons

Ta T
s 22 (),
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Exemple 1.3.1 Donats zy = 6300 i 29 = 2100, calculeu z1 + 23 1 21/ 29

Tenim
6300 . 2100 == 12400

G300

= 3900
2100

Com veiem, ara és quasi trivial calcular productes i quocients de nombres
complexos. En quant a les potencies, farem servir el segiient resultat

(Toé)n = T:zl-a
Exemple 1.3.2 Donat z = 2z, calculeu 210

Aplicant el resultat anterior
10
(22) = 210.5 = 10245, = 1024,
Veiem ara un exemple una mica més complert
Exemple 1.3.3 Donats z; = V34iizm=1- \/gi, calculeu
z% + zg

En aquest cas convé passar els nombres complexos a forma polar per calcular
les potencies i després, tornar a passar a forma binomica per poder-los sumar,
ja que en forma polar no es poden sumar ni restar.

Passem doncs z; a forma polar

r=4/(vV3)?2+12=2
o = arctan (\%) = 30°
i calculem la potencia que li toca
2} = (2300)® = 8gpe
de forma semblant, passem z, a forma polar

r=4/12 4+ (=/3)2 =2

o = arctan (#) = 120°
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i la potencia necessaria segons 1’enunciat
5 5
2y = (21200)” = 326000 = 322400

Ara podem passar 2} a forma bindmica

a=8c0s90°=8-0=0
b=8sin90°=8-1=28

3_ .
2] =8

i el mateix per z3

a=32c08240° = 32 (5) = —16
b= 32sin240° = 32 () = 163

2 = —16+ 16V/3i

finalment,

24 25 = 8i+ (—16 + 16v/3i) = —16 + (16V/3 — 8)i

1.4 Arrels d’un nombre complex

Quan haguem de calcular 'arrel n d’'un nombre complex hem de tenir en
compte que en té exactament n. Es a dir

ST = {1/7_”(14_3600.)@ /{;:0,,71—1
n

Exemple 1.4.1 Donat z = 8¢y, calcular les seves arrels cubiques.

Tenim
3
V/8 60036000 = 2900
3
3
v/ 8ge = \/§600+Z§600-1 = 21400
3
\/gﬁoo+360042 - 2260"
3

Es important notar que els afixos de les arrels enésimes d’un nombre complex
es disposen segons els vertexs d’un poligon de n costats.
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1.5 Forma trigonometrica d’un nombre complex

Fent servir la relacié entre la forma binomica i polar dels nombres complexos
podem escriure

z=a+bi=rcosa+irsina =r(cosa+isina)

que es coneix com a forma trigonometrica. Aquesta forma és especialment
util per deduir les formules per cosna i sin na. Veiem-ho amb un exemple.

Exemple 1.5.1 Calculeu ’expressio per cosba en funcio de sin« i cos a.

Considerem un nombre complex qualsevol en forma trigonometrica
r(cos o + i sin «)

i calculem la seva potencia cinquena. Del que vam veure sobre les potencies
en forma polar sabem que

(re)° = (r®)sa = r°(cos ba + isin 5a)

ara, apliquem el binomi de Newton al nombre complex en forma trigo-
nometrica

(rq)° = [r(cos o + isina)]

= 77 [cos a + isina)’

=7’ [1-(cos)’(isina)’ + 5(cos a)*(isina)' + 10(cos a)? (i sin o)® +
+ 10(cos a)?(i sina)® + 5(cos @) (i sin @) * + 1(cos @)’ (i sin )]

2 2 3

=7 [cos5 a + 5icos? avsin v — 10 cos® asin® o — 104 cos? asin® o

+ 5cosasin® a + isin® ] = r°(cos ba + i sin ba)

d’on es veu, igualant parts reals per una banda i parts imaginaries per ’altra,
que
cos b = cos® o — 10 cos® asin® a + 5 cos asin o

sin5a = 5 cos? avsin v — 10 cos? avsin® av + sin® o

1.6 Forma exponencial del nombres complexos

A partir de la forma trigonometrica es defineix la forma exponencial d'un

nombre complex com
r(cosa +isina) = re*®
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Les operacions producte, quocient i potenciacié amb aquesta forma séon evi-
dents a partir de les propietats de la funcié exponencial

ret® . se = (r . 5)el@th)

re” _ (f) sila—B)
seth S

(,reia) n_ ,r,neinoc

Com a cas particular de la forma exponencial dels nombres complexos, tenim
la identitat, deguda a Euler
e"+1=0

que relaciona les cinc constants notables de les matematiques més importants.

10
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2 Coniques

Les coniques sén corbes que reben aquest nom donat que es poden pensar
com la interseccié d’un pla i un con. Si el pla és paral-lel a la base del con,
tenim una circumferencia. Si inclinem el pla sense que arribi a ser paral-lel a
la generatriu del con obtenim una el-lipse. Si el pla és paral-lel a la generatriu
del con, la interseccié dona una parabola i si el pla és perpendicular a la base
del con, la intersecci6 és una hiperbola.

2.1 La circumfereéncia

Podem trobar un estudi detallat a la presentacié corresponent.

2.2 La parabola

La parabola com a corba es defineix analiticament com el lloc geometric dels
punt que es troben a la mateixa distancia d’una recta, anomenada directriu
i un punt extern a la recta, anomenat focus o punt focal (F) de la parabola.
Anomenem vertex de la parabola al punt de la corba que es troba a la minima
distancia del focus (i de la generatriu). A la distancia del vertex al punt focal
li direm distancia focal, f. Sisuposem que el vertex d’una parabola es troba a
I'origen de coordenades, i la distancia focal satisfa f > 0, llavors la generatriu
sera la recta y = — f 1 podem representar la situacié com

_______________________________ - - - directriu

Si (z,y) és un punt qualsevol de la parabola, la seva distancia a la genera-
triu sera y + f i al punt focal \/2% 4 (y — f)?. Llavors, imposant la condicié

11
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que aquestes distancies siguis iguals per tot punt de la parabola arribem a

v+l =TGP

d’on
V4 2yf + fP=a+ (y— f)?

A2uf+ R=2+¢" —2fy+ R

4yf:x2

agrupant termes

1 finalment

I‘Q

S
Conegudes les coordenades del punt focal f, automaticament tenim dos punts
més de la parabola, ja que per z = £2f tenim

(£2£)?
v="—prr =/
f
la linea que uneix aquests punts s’anomena [atus rectum.
Si el vertex de la parabola es troba en un punt arbitrari (a,b), podem

generalitzar I’equacié anterior

Y

. xr
segons
(z —a)
= b
Yy if +

Anomenem eizx de simetria a la recta vertical x = a. Si la distancia focal
satisfa f < 0, llavors la directriu es troba per sobre d’ell i la parabola té les
banyes cap avall.

Parabola horitzontal. L’equacié

N2
x:—(y @) +b

Af
descriu una parabola tombada (notem que ara ’eix de simetria de la parabola
és la recta horitzontal y = a). Hem de tenir present que aixi definida, la corba
no és una funcié.

12
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Exemple 2.2.1 Identifiqueu el vertex, eix de simetria, punt focal, equacio
de la directriu, domini i imatge de les paraboles P, = y — 4 = %(a: — 3)?,
Po=y?—4y+22—-8=0

Per P; es veu directament que el vertex és el punt (3,4) i I'eix de simetria és
la recta x = 3. La distancia focal es troba facilment ja que és

1 1

16 4f /
llavors, les coordenades del punt focal seran F' = (3,8) i la recta directriu
coincideix amb 1'eix d’abscisses, de forma que té com a equacié y = 0. El
domini de la funcié que representa 1’equacio de la parabola és R i el conjunt
imatge és [4,00). (Breu recordatori sobre aquestes qiiestions aqui.)

* * *
Per P, fem una serie de passos que ens facilitara respondre al que ens demanen
Yy — 4y +22 —8=0

completem quadrats
Y —dy+4—4425—8=0

(y—2)?—44+22-8=0
d’on podem escriure

1
—6=——(y—2)?
r-6=-3(y-2)

Veiem que es tracta d’'una parabola horitzontal on el vertex és el punt (6, 2)
i 'eix de simetria és la recta y = 2. La distancia focal es troba facilment ja

que és
1 1 1

YA A

Notem que el signe que acompanya la distancia focal ens informa que les
banyes de la parabola van cap a l’esquerra. Llavors, les coordenades del punt
focal seran F' = (5.5,2) i la recta directriu té com a equacié x = 6.5. El
domini de la correspondencia (ara no és una funcié) que representa I’equacié
de la parabola és (—o0, 6] i el seu conjunt imatge és R.

13
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Exemple 2.2.2 Trobeu l’equacio d’una parabola sabent que el seu vertex és
al punt (—2,4) i el punt focal a (0,4).

Abans que res mirem de saber 'orientacié de la parabola. En aquest cas
és facil veure que és horitzontal perque vertex i punt focal es troben a la
mateixa altura (mateixa ordenada) i que té les branques cap a la dreta ja
que el focus es troba a la dreta del vertex. L’equacié doncs, sera de la forma

PRV
x:—(y @) +b

af

amb les dades de 'enunciat i sabent que la distancia focal (entre el focus i el
vertex) és 2,

22
x:%—kll
és a dir o2

Exemple 2.2.3 Trobeu l’equacio d’una parabola sabent que té el punt focal
a (—2,4) i la seva recta directriu és y = 9.

Com que la directriu es horitzontal ja sabem que la parabola sera vertical.
Per una altra banda, al estar el punt focal per sota de la directriu sabem
que la parabola té les branques cap avall (recordem que aixo afecta a un
signe de 'equacié). El vertex es troba a la mateixa distancia del focus i de
la directriu, per tant les seves coordenades seran (—2,6.5) i la distancia focal
f =2,5. L’equacio sera doncs de la forma

Y= —(ZE;—;V +b
amb les dades de I’enunciat
Y= —(zZ?)Q + 6,5
que es pot escriure finalment com
yz—g%gﬁ+&5

14
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2.3 L’el-lipse

Situem dos punts (els anomenarem focus de l'el-lipse) al pla. L’el-lipse és el
lloc geometric dels punts del pla que compleixen la condicié segiient: la suma
de la seva distancia a dos punts fixos del pla és constant,

(z,y)

2b

2a

dy + dy = constant = 2a

La longitud a s’anomena semieix magjor i en les el-lipses horitzontals és pa-
rallel a I'eix de les x. En les el-lipses verticals és paral-lel a 1'eix de les y. La
longitud b s’anomena semieiz menor i és perpendicular al semieix major. Al
dibuix hem identificat els vertexs i els . L’equacié d'una el-lipse
horitzontal amb semieix major a i semieix menor b i centrada a 1’origen de

coordenades s’escriu com
22 P
— + = = 1
a b
Aquesta s’anomena forma canonica de l'el-lipse. En aquest cas els punts

focals se situen als punts (c,0), (—c¢,0) i es verifica que
a® =b*+
Per una altra banda es defineix 1’excentricitat, e de I’el-lipse com

e=—
a

Notem que quan e = 0, I’el-lipse degenera en una circumferencia.

15
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Si el centre de 'ellipse horitzontal és un punt qualsevol del pla (p,q)
I’equacié sera

R 2
w=—p" =9
a? b?
En el cas d'una vertical, 'equacié s’escriu
)2 Y
W—a (-p"_

a? b2

Exemple 2.3.1 Trobeu els vertexs, co-vertexs, punts focals, domini i rang
de l’el-lipse
92% + 49y* = 441

Dividim 'equacié per 441

922 49>
I A
441 441

ara baizem els coeficients dels numeradors

.TQ yQ
ul Tt
9 49

=1

que es pot escriure com
2 2
x
o v
49 9

o de forma que siguin evidents els valors dels semieixos

2 2
T Y
R
Per tant veiem que es tracta d’una el-lipse horitzontal, ja que el semieix major
és a = 71el menor, b = 3. També és evident que es troba centrada a 1’origen
de coordenades. A partir d’aqui és trivial trobar els vertexs (£7,0) i els

co-vertexs (0, £3). Els es poden trobar a partir de

a’> =b + &

d’on

c=vVa2—b2=+72—-32 =40 =

16
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A partir de la informacio dels vertexs i co-vertexs és evident que el domini
de la corba és l'interval [—7,7] i que el rang és U'interval [—3, 3]

(3,0)
(—=7,0) (7,0)

(_37 0)

Exemple 2.3.2 Trobeu els vertexs, co-vertexs, punts focals, domini i rang
de [’el-lipse
4a* + y? + 242 + 2y = —33

Per poder trobar comodament la informacié que ens demanen cal escriure
I’equacié en la seva forma canonica. Completant quadrats

(22)2 + 242 + 6% — 62+ +2y + 12— 12 = -33
llavors podem escriure
(22 +6)>+ (y+ 1)* = 6>+ 12 — 33

(22 +6)°+ (y+1)* =4

per poder veure clarament les coordenades del centre de l'el-lipse
(2(z +3))° + (y+ 1)> = 4

4z +3)°+(y+1)°=4

ara, dividint per 4
3)? 1)?
(437 w+1’
1 22

El centre de l'ellipse és al punt (—3,—1) i 'el-lipse és wvertical ja que el
semieix que correspon a la variable x, (a = 1) és més petit que el corresponent
a la variable y, (b = 4). Els vertexs es poden trobar tenint en compte les
coordenades del centre i el valor dels semieixos, i seran doncs (—2,—1) i

(—4, 1)

17
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De forma semblant, pels co-vértezs tenim (—3,1) i (=3, —3)

(0,0)

Per localitzar els punts focals calculem primer la distancia focal
a’® =0+ ¢

d’on

c=VaZ -1 =+v22-12=+/3

ara és clar que els estaran situats a (—3, —1 £ +/3) El domini és
el conjunt [—4, —2] i el rang el conjunt [—3, 1].

18
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2.4 La hiperbola

La hiperbola és el lloc geometric dels punts del pla tal que la quantitat
|d1 — dg’ = 2a

on dj i dy sén les distancies d’un punt (z,y) qualsevol de la hiperbola als dos
punts fixos, anomenats , de forma semblant al cas de 'el-lipse.
La distancia 2a coincideix amb els verters de la hiperbola

Y

da

L’equacio de la hiperbola horitzontal centrada a l’origen s’escriu

N
a2 b2

si el centre és al punt (p, q) 'equacié anterior s’escriu com

(z—p)? (y—a)? _

a? b2 1

Els punts es troben a (£c¢,0) Podem relacionar a i ¢ amb [’eix conjugat
2b mitjancant
a’+ b =c?

Les asimptotes de la hiperbola centrada en (p, q) tenen com equacié

b
g =4+=(r —
y—q CL(x p)

Anomenem ezcentricitat de la hiperbola a la quantitat

e=—
a
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De forma semblant al cas de I'el-lipse, ’equacié d’una hiperbola vertical amb
centre (p, q) és
(y—9?* (=z-p)°

a? b2 =1

Exemple 2.4.1 Trobeu el centre, punts focals i equacions de les asimptotes
de la hiperbola
92% — 169* — 144 =0

Podem manipular facilment ’equacié per escriure-la en forma canonica

922 16y> x? y?
922 — 16y* = 144 — —— — =1—= g — w1
144 144 M

1 finalment ) ) ) )
T Y ] z Y

6 9 2 3
Llavors tenim que el centre és el punt (0,0), els punts focals es troben a
(£¢,0) amb

c=Va*t+ b =vV42+32=5

i les equacions de les asimptotes son

y==+-x

Exemple 2.4.2 Trobeu el centre, punts focals i equacions de les asimptotes
de la hiperbola
49y — 252% + 98y — 100z + 1174 =0

La major dificultat d’aquest exemple és completar quadrats. Abans, a l'e-
xemple 2.3.2 hem vist amb deteniment el procés.

Comencem afegint els termes que permeten completar els quadrats i tra-
ient factor comu

499> + 98y + 49 — 49 — 2522 — 100z + 100 — 100 + 1174 = 0

49(y? + 2y + 1) — 49 — 25(2? — 4z + 4) + 100 + 1174 = 0

completem quadrats

49(y 4+ 1)* — 25(z — 2)? = —1225 — 25(x — 2)* —49(y + 1)* = 1225

20


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

1r Batxillerat. A.Arroyo (aarroyo@stjosep.org)

anem transformant 1’equacié en la seva forma canonica
—2)? 1)2 —2)? 1)?
(=27 @+’ @-2 1P

1225 - 1225 -
- 5 49 25

d’on finalment
(-2 (y+1)?
72 B 52
Ara ja podem extreure facilment la informacié que ens cal. El centre és el
punt (2, —1), la distancia focal ¢

c=Va2+ 2 =712 +52 =74

llavors els punts focals es troben a
(pEecq)=(2+V74,-1)

i les equacions de les asimptotes son

y—l—lzig(x—Q)
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