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1. Nombres complexos

1.1. Expresseu en forma polar:

i3 -1

(14 V3T, (V3+9°  (V2+v2i)°

3
IR 1—0)2 " (3- 330

Solucié: En forma exponencial (la polar es dedueix facilment de ’exponencial) queda:
21 = 257/
1+ = 2v2e5/4,
(1 + \/§1> — 1286773,
(V3+i)° 1)5
(1—1)
6
(\/_ +2i) 4 oi57/6
(3-3v31)° 8l

EN|

— 16 ei47‘l‘/3

1.2. (*) Mentre que en corrents continus les magnituds electriques (tensid, intensitat,...) sén repre-
sentades per nombres reals, en corrents alterns ho sén per nombres complexos de la forma Me7®.
Son valides relacions analogues a les Lleis de Kirchoff, emprant 'operacié suma de complexos:

(a) Calculeu el corrent I = Iy + I1 + I»

| A

essent Ip =4, I =3eI™/3, [, =2eI™/4,

(b) Calculeu la tensi6 “fase/fase” Uap = Uan — Upn

A
f::)l Uan l Uis
B

f ::)l Usn
C

j}l Ucn
N

essent les tensions “fase/neutre” Uany = 120, Upy = 120e—927/3
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Solucio:
(a) Per sumar nombres complexes passem de forma exponencial a forma binomica:
Iy = 4,
L = 3 (cos (g) + jusin (g)) ,
I = 2 (cos (%) + jusin (g)) .
Sumem per separat les parts reals i les imaginaries:

3 2 3v3
Re =4+ -+ — Im:jui—i—\/i.

2 /2 2

En forma exponencial resulta:
I =8elu /6,

(b) Com abans, hem de passar de la forma exponencial a la forma binomica:

Usn = 120,
Uy = —60— ju60V3.

Restem per separat les parts reals i les imaginaries:
Re = 180, Im = ju60v3.

En forma exponencial resulta:
Uap = g efum/6,

1.3. (*) En corrents alterns, la relaci6é analoga a la Llei d’Ohm resulta U = ZI, on ara les magnituds
U (tensi6), I (intensitat) i Z (impedancia) sén nombres complexos.

1
Aixi, per un circuit R—L—C com el de la figura, resulta Zrroc = R+ j (Lw — C—>
w

i R

L

(a) Demostreu que, de forma analoga als corrents continus, per a les connexions en série i
paral-lel resulta
1 1 1

Zs =21+ 2 Z_P:71+72
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ZQ u l Z1 Z2

(b) Calculeu C' per tal que, en el circuit de la figura, resulti U/ € R

l

—_—

i

¢ ZRLC

ul

(Nota: aquesta condici6 és la que maximitza la poténcia activa en el circuit; raoneu que sem-
pre és possible aconseguir-ho mitjangant una C’ adequada, qualsevol que sigui la impedancia
Z inicial)

Solucié:

(a) Connexié en serie (mateixa intensitat):

U1:Zlf} U=U +Us

Us = Zo1 U=7Z11+ 251
U
—=+Z
7 1+ 242
Connexi6 en paral-lel (mateixa tensio):
U= 251 I=7+7 I_i_|_i
1 2 Zl Z2

(b) Utilitzant el trobat a 'apartat anterior (connexié en paral-lel d’impedancies):

1
7y =—
1 C,wa .
ZQZZZLC:R+jU <Lw——) .
Cw

La impedancia sera real si, i només si, la seva inversa també ho és. Per tant només cal que

e . . o 1 1 .
s’iguali a zero la part imaginaria de — 4+ —, obtenint:
Zy Zo

o Lw*C? — C3w?R? - C
B (Cw?L —1)?
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1.4. (**) Per a un mecanisme oscil.latori com el de la figura

resulta I'equacié diferencial segiient
mi + ct + kx = F(t).
Si la forca aplicada és de la forma F(t) = Fy e/, resulta z(t) = xg el (@9,

(a) Si representem aquestes magnituds pels fasors F = Fyel¥, z = xgel (@+9)  raoneu que
venen relacionats per: F = (k + jwc — mw?)zx

(b) Apliquem-ho per calcular ¢ quan z =2+ j, k =3, we = 2, mw?4.

Solucio:
(a) 7mw2150
wezo
F 90° ki
%)
w
(b) E=32+j)+2(-1+2j) +4(-2—j)=—4+3j
F —4+35
p =arg — = arg g =arg (—1+ 2j) = —arctan2.
z 2+

1.5. Calculeu les arrels de I'equacié 22 — (1 +1i)z +i = 0.

C14ix /I F T4l 14iEV=2  1+4iE(-1+4d) A
- > - -

2 2 \1'

Solucio: =z

1.6. Calculeu:

s

Vi 1= Ba—arny), LD G VR - - vE®
’ ’ STEvEn
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

Soluci6: Els resultats expressats en forma binomial sén:

vii= £ (V22+iv2/2),

1-vVi = 1-V3/2-1i/2,1+V3/2—i/2,1+1,
3-2V3  2+3V3.
2 2

1/2 +iv3/2,

e B (1-(1+1)%) =
(1 +i)100

(1+v3)”
(1+\/§i)3 - (1 . \/§i)3 — 0.

(**) Durant més de la meitat del S.XX, el preu de la carn de tocino als USA va experimentar
variacions cicliques quadrianuals (corresponents a 8 cicles semestrals de produccié) d’amplitud
constant, generant grans distorsions economiques als productors. Un model matematic per
explicar-ho (i intentar corregir-ho), basat en la hipotesi de que els productors utilitzen com
preu de referéncia per a les seves produccions la mitjana de les darreres 5 temporades, condueix
a que el preu en la temporada k ve donat per

p(k) :Z G, k=1,2,...
i
on A; sén les arrels complexes del polinomi
t6+%(t4+t3+t3+t+1) =0
essent « un parametre susceptible de ser regulat mitjancant politiques adequades

(a) Verifiqueu que, efectivament, les arrels \; de modul 1 generen oscil-lacions quadrianuals.
(b) Determineu el valor de « per al qual apareixen aquestes solucions.
Nota: la politica economica ha de procurar, doncs, evitar aquests valors de «.

1+ 2ai

e R.
1—3

Trobeu a € R per tal que
Solucié: a = —3/2.

(a) Si 21,22, 23,24 sén les arrels quartes de 1, calculeu la seva suma 21 + 23 + 23 + 24.

(b) En general, calculeu la suma de les n arrels n-ésimes d’un complex qualsevol z € C.
Solucié: Sumen 0, per atot 2z € Cin e N.

(a) Si 21,29, 23,24 sOn les arrels quartes de z € C, calculeu el seu producte 2z - 23 - 23 - 24.

(b) En general, calculeu el producte de les n arrels n-ésimes d’un complex qualsevol z € C.
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1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

Solucié:

(b) z1...2p = (—1)" 1z,

Trobeu z € C tal que z = 2°.
Solucié: El zero i les sis arrels sisenes de la unitat. Es a dir, z=01z=¢e*/3 amb k=0,...,5.
Si 21,...,28 € C sé6n les arrels vuitenes de 1, calculeu quan val z1+...+23.

Solucié: La suma dona zero. De fet, la suma de les n arrels n-enesimes d’un nimero complex
sempre doéna zero.

(opt) Descriviu geomeétricament el conjunt dels nombres complexos que satisfan
(z —2)% = 2|22,

Solucié: Un ntimero complex z compleix I'equaci6 (z —2)? = 222 si i només si Rz = +/3Im 2.
Obtenim per tant el parell de rectes que passen per l'origen i formen un angle de 7/6 radians
(és a dir, trenta graus) amb l'eix real.

(opt) Trobeu z € C tal que formi, junt amb 1+ 2i, 2 — 3i un triangle equilater.

Solucié: Hi ha dues solucions:

__345V8 1-VB. 3-5V3 14V8,
-2 2 v -2 2

(opt) Quins nombres complexos hi ha tals que ells amb la seva suma i el seu producte formin un
quadrat?

Solucié: Hi ha dues solucions. La primera esta formada pels nimeros 2 i 1 +1i. La segona esta
formada pels nimeros 2 1 1 —1.

(opt) Si A = (3,2) i C = (1,4) sén dos vertexs oposats d’un rombus, trobeu els altres dos
vertexs, sabent que la diagonal BD és doble que la AC'.

Solucié: B = (4,5) i D =(0,1).

(opt) Un triangle té vertexs A = (0,0), B = (3,1). Trobeu el tercer vertex C sabent que
— — —
BAC:% i que || AC |=2|| AB|.

Solucié: Hi ha dues solucions: C' = 2v/2(1 4 2i) i C = 2v/2(2 —i).
(opt) Trobeu un nombre complex tal que ell i les seves tres arrels ciibiques formin un rombe.

Solucié: Hi ha dues solucions: z = +21/21i.
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2. Polinomis i fraccions racionals

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Sigui el polinomi P(t) = t> — 5t + 7t3 — 2t2 + 4t — 8.

(a) Calculeu P(2), P'(2), P"(2), P"(2). Que es pot deduir ?
(b) Descomponeu P(t) en factors primers a R[t] i a C[¢].

Solucié:
(a) P(2)=P(2)=P"'(2) =01 P"(2) =42 # 0. Es dedueix que t = 2 és una arrel triple del
polinomi P(t).
(b) P(t)=(t—2)3(t>+t+1) en R[f.

P(t) = (t—2)3 <t+%+§i> <t+%—§i> en C[t].

Donat el polinomi P(t) = t* — A3 + ut — 1, quins sén els valors de A i x4 per a que 1 sigui arrel
triple?

Solucié: A =p=2.

Donat el polinomi > — 5t — a € R[t], per a quins valors de a pot tenir arrels miltiples ? De

quina multiplicitat ?

Solucié: Si a = —4, aleshores t = 1 és una arrel doble. Si a = 4, aleshores t = —1 és una arrel
doble. No hi ha més possibilitats.

n tnfl
Sigui P(t) = — + —— +--- + 1. Té arrels multiples? En cas afirmatiu, doneu-les.

n! " (n—1)!

t
Solucié: P(t) = 7 = no té arrels miltiples.

J
Doneu el desenvolupament de Taylor del polinomi P(t) = t® + 4t* — 3 +2t2 +¢ + 1 en el punt
t = 1. Quina és la resta de dividir P(t) per (t —1)3?

Solucié: P(t) =8+23(t—1)+33(t —1)2 +25(t —1)>+9(t — 1)* + (t — 1)®. El reste de dividir
P(t) entre Q(t) = (t —1)3 és R(t) =8+ 23(t — 1) + 33(t — 1)2.

Trobeu el valor de a per a que els polinomis P(t) = t* —t +a,

Q(t) = t? — at + 1, tinguin dues arrels comuns.

1,5

Solucié: Hi ha dues solucions: a = 3 + -

Determineu m per a que els dos polinomis de R[t] segiients:
P(t) =t3+mt —6, Q(t) = t> + mt — 2 tinguin una arrel en comd.

Solucié: Si m = —1, aleshores t = 2 és una arrel comi. Es 'inica possibilitat.
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2.8. Descomponeu el polinomi P(t) = t* 4+ 12t — 5 € R[t] en dos factors pertanyents també a R][t],
sabent que P(t) té dues arrels t1, to la suma de les quals val 2.
Solucié: P(t) =t* +12t — 5= (t2 — 2t + 5)(t> + 2t — 1).
2.9. Trobeu tots els polinomis P(t) de R7[t] tals que P(t)+1 sigui divisible per (t—1)* i que P(t)—1
ho sigui per (¢+ 1)%.
Solucié: P(t) = (5t7 — 215 + 35t% — 35t)/16.
2.10. (a) Determineu la resta de la divisi6 de P(t) = 2" +nt" 1 — 3t + 2 per (¢t —1)2.
(b) Proveu que P(t) = nt"*2 — (n + 2)t"*! + (n + 2)t — n és divisible per (t —1)3.
Solucio:
(a) El resto de dividir P(t) = t?* — nt"*! — 3t + 2 entre Q(t) = (t — 1)? és R(t) = (n® + 3n —
3)(t—1)+n=(n%*+3n—3)t—n?—2n+3.
(b) El resto de dividir P(t) = nt""2 — (n 4+ 2)t"*! + (n + 2)t — n entre Q(t) = (t — 1)® és
R(t) = 0. Es a dir, Q(t) divideix a P(t).
2.11. (a) La resta de dividir un polinomi P(t) per ¢ —1 és 4 i la resta de dividir-lo per t —2 és 5.
Calculeu la resta de dividir-lo per (t —1)(t —2).
(b) La resta de dividir un polinomi P(t) per t?> — 1 és 2t i la resta de dividir-lo per ¢ és 1.
Calculeu la resta de dividir-lo per t3 —¢.
Solucio:
(a) El reste de dividir P(t) entre Q(¢t) = (t —1)(t —2) és R(t) =1t + 3.
(b) El reste de dividir P(t) entre Q(t) =3 —t és R(t) = —t> + 2t + 1.
34+ 2% + 2t + 2
2.12. Calculeu / +(t2 ++1)2 i dt mitjancant la descomposicié en fraccions simples de la fraccié
racional a primitivar.
Solucis 34+ 202 + 2t + 2 t +t+2
olucié: =
(12 +1)? (t2+1)2 2+1
3+ 2% 4+ 2t +2 t t 2 11 1.,
= = —————+-In(t*+1)+2arctant+C.
/ (2 + 1) /(t2+1)2+/t2+1+/t2+1 @1 g 2arctant+
2.13. Descomponeu en fraccions simples sobre R i sobre C les fraccions racionals

—50t — 10 3t +1
(t—120t+2)(t2+1)° 3 —6t2+ 11t — 6’
22 — 53t 1

o — 5t 4+ 713 — 22+ 4t — 87 3 —3at? + (1+3a?)t — (a3 +a)



Polinomis i fraccions racionals 11

2.14. Descomponeu sobre C la fraccié racional

Soluci6é: La primera descomposicié ve donada per

—50t — 10 -l 5 2 90—
t—12t+2)#2+1)  (t-1)2 t—-1 t+2 241
_ 05 2 35 T+
t—12 t—1 t+2 t+i t—i
Usant que 3 — 6t2 + 11t — 6 = (t — 1)(t — 2)(t — 3), obtenim
3241 2 13
B3—6t2+11t—6  t—1 t—-2 +t-3
Usant que t5 — 5t4 4+ 713 — 2t2 + 4t — 8 = (t — 2)3(t? + t + 1), obtenim
22 — 53t 11 12 4+t
554 4T3 22 14t -8  t—2 (t—2)2 (t—2)3 2+t+1
11 12 oY a
ot —2 (t—2?2 (t—-23 t—-p t-p
V3 1 7V3 1 3. . - 1 3
ona:§+ii,a:§— \6/—i,ﬁ:—§—§iiﬁ:—§+§i.
Usant que t3 — 3at? + (1 + 3a)t — (a® + a) = (t — a)(t* — 2at + 1 + a?), obtenim
1 _ 1 t—a
t3—3at2 + (1 +3a2)t — (a3 +a)  t—a 12 —2at+ (1 +a?)
1 1/2 1/2

t—a t—a—i t—a-+i

1
(t—ap(t—b)
1

1
de f(t) = m ig(t)= m en els punts t = b i t = a, respectivament.

utilitzant el desenvolupament de Taylor

Solucié: La descomposicid és

1 _ g9(a) g'(a) 99a)/6! | gD (a)/7!
C—aft—bt G—af G—af T Tazar tTiza T
f(b) F') )2 fP0)/3!
+(t—b)4+(t—b)3+(t—b)2+ t—0b

on f(t)=(t—a)"*ig(t)=(t—b~"
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2.15. (*) (“Spline” de campana). Siguin « i § dos nombres reals.

(a) Proveu que existeixen uns tnics polinomis Q(t), R(t) € R3[t] tals que

Q(-1)=a, Q(0)=1=R(0), Q(0)=0=R(0), Q"0)=2y=R"0), RQ1)=45.

Calculeu explicitament els polinomis Q(¢) i R(t) en funcié de o, 31 7.

(b) Proveu que existeix un tnic polinomi P(t) € Rs]t] tal que
P(-2)=0, P'(-2)=0, P'(-2)=0, P(-1)=a.

Calculeu explicitament el polinomi P(¢) en funcié de «.

(¢) Analogament, calculeu 'inic polinomi S(t) € Rs[t] tal que
S(2) =0, S'(2) =0, S"(2) =0, S(1) = 3.

(d) Sigui f:R — R la funcié definida a trossos mitjancant les férmules

( 0, quan t < =2
P(t), quan —2<t< -1
(1) = Q(), quan —-1<t<0
R(t), quan 0<t<1
S(t), quan 1<t<2
L 0, quan t > 2

Quan f € CY(R)? Quan f € C%(R)? Quan f € C3(R)? Especifiqueu en cada cas els
valors de « i 8 per als quals es compleixen aquestes condicions.

(e) Dibuixeu la grafica de la funcié f(t) per als valors de ai 3 tals que f € C%(R).

(Indicacié: La funcié f(t) s’anomena spline de campana. El terme campana fa referéencia a
la forma de la seva grafica).

Solucié:

(a) Q) = (—a+1+7)t> + 4> +1, R(t) = (B —~v—t* + 4t + 1.

(b) P(t) = a(t® + 6t> + 12t + 8).

(c) S(t) = B(—t>+ 6t — 12t +8).

(d) feC'(R) sempre; feC?(R) si a=p1i~v=63-3; feC*R)sia= ﬁ—i 'y:—;

2.16. (opt.) Donat P(t) =t>—a, a #0; Q(t) =t3—b, b#0.
(a) Quina relaci6 han de verificar a, b per a que MCD (P(t),Q(t)) sigui un polinomi de grau
1?7
(b) Doneu per a aquests casos MCD (P(t),Q(t)) i MCM (P(t),Q(t)).
(c) Calculeu MCD (#5 — 32,3 — 8), MCM (¢* — 32,t® — 8), aplicant b).
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Solucié:
(a) b° =a3.
(b) m.c.d.[t’ —a,t3 —b] =t —a 102
m.cm.[t’ — a,t® — b] =7 + a7 1?0 + a7 2040 — at? — b?t — a7 1bt.
(c) m.c.d.[t’ — 32,3 — 8] =t — 2.
m.cm.[t? — 32,3 — 8] = ¢7 + 2¢6 + 4¢5 — 32t% — 64t + 128.

2.17. (opt.) Calculeu el MCD (P(t),Q(t)) i el MCM (P(t),Q(t)) amb
(a) P(t)=13—3t2+3t—21i Q(t) =t> — 4t + 4.
(b) P(t) =t —=3tt +23 + 262 -3t + 1 i Q(t) = t* — 6t + 12t2 — 10t + 3.
(c) P(t)=t*—#3—3t2+5t—21 Q(t) =t*> — 6t + 9.
Trobeu en cada cas, polinomis P;(t), Q1(t) tals que

Pi(t)P(t) + Q(1)Q(t) = MCD(P(t), Q(t)) -

Solucié

(a) m.c.d.[P(t),Q(t)] =t —2.
m.cm.[P(t),Q(t)] = t* — 5t + 9t? — 8t + 4.
Pi(t) = 3 1 Qult) = —3(t+ 1),

(b) m.c.d.[P(t),Q(t)] =t —3t2+3t —1= (¢t —1)3.
Q)] =15 — 6t° + 11t — 4¢3 — 92 4 10t — 3.
, 1
P Qut) = —(t+3).
(¢) m.c.d.[P(t),Q(t)] = 1; és a dir, els polinomis sén primers.
m.cm.[P(t),Q(t)] = P(t) - Q(t) = t® — 7t + 12¢* + 14¢3 — 59¢% + 57t — 18.

Pt 1—17t) i 1763 + 2412 + t
1(t) = 400(6 Tt) i Qi(t) = 400(7 + +t+58).

2.18. (opt.) Es considera P(t) = t3 + 2 — 8t — 12 € R]t]

(a) Determineu P’(t) i doneu la seva descomposicié en factors primers.

(b) Proveu que una de les arrels de P’(t) ho és també de P(t), i deduiu la seva descomposici6
en factors primers de P(t).

(c) Calculeu MCD (P(t), P'(t)).
(d) Determineu P;(t) i Q1(t) tals que Py(¢t)P(t) + Q1(t)P'(t) = MCD(P(t), P'(t)).

Solucié:

(a) P'(t)=3t>+2t —8=3(t+2)(t —4/3).

(b) Larrel comt és t = —2. A més, P(t) = (t +2)%(t — 3).
(© mea P, Pi] =t +2

) P

(d) ~t) = Q) = (3t +1).

50
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3. Matrius. Determinants. Rang d’una matriu

(3A) Matrius.

3.1. Siguin A, B € M, (R). Proveu que

(A—B)(A+B) = A?> - B> < AB = BA

Solucié: (A— B)(A+ B)=A?+ AB — BA - B2.

3.2. Demostreu que sén nilpotents les matrius

0 0 0 ... 01 0 0 0. 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0 ... 0O 0 0 0. 0 1 0 0 1 0 0
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0

Meés en general, demostreu que ho és tota matriu estrictament triangular.

3.3. Demostreu que sén simetriques les matrius A 4+ A? i B B!, qualsevol que siguin A € M,
B e Myxm-

3.4. (*) La transformacié que descompon en monofasics un operador d’inductancies és

1 1 1
1
F=—|[1 a o® |,essent a€C, a®>=1, a#1. Calculeu F*.
V3 1 o2 «

Solucié: F*=1.

P R
0 Q

3.5. Demostreu que la matriu triangular per blocs A = < ) és invertible si, i només si, ho sén

P i@, i que aleshores

[ P' —PlRQ!
(T ey

3.6. Calculeu la poteéncia k-ésima de la matriu
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0
10 0
Solucié: A=M+ N,amb N = . Sabem:
1 0
0 1y
0 0
0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0
N? = 1 00 0 ., N¥}=] 1 00 O ,
0 1 00 0 1 00 0

Aplicant el binomi de Newton:

AF = M+ N)*F = (lg) (ADF + (lf) ADFIN 4+ + <’;>Nk = AP+ (T)A’HNJF---

3.7. (**) El model probabilistic de Jukes-Cantor descriu el procés de transformacié de cadenes d’ADN
formades per 4 nucleotids mitjancant una matriu del tipus

l-a «/3 «a/3 «f3

a/3 1—-a «/3 «f3 4 a
M = = _Z =
a/3  af3 1—-a «f3 (1 a>I+ u

a/3  a/3  a/3 1-«

3. . , . .
on 0<a< Zz ion U és la matriu amb tots els coeficients 1.

(a) Demostreu que les seves poténcies també sén del tipus Jukes-Cantor. Concretament:

4 ay, 3 4 \*
MF=(1-2 I+ = =—(1—-(1-= .
< 30%) +3U, Q. 4( ( 304))

(b) Discutiu per a quins valors de o és M invertible.

Solucié: Com que I, U permuten, podem aplicar el binomi de Newton:

4\" g 4\ rank-i_, .

M= (1=-Za) T 1— = a k—j _
(1-30) =2 (5) (1-52) ()0

4 \* 15227k 4\ /4 \F

- (1-Za) 1+0> 1-= - -
(1-30) r+or2 (5) (1-3) (5)
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(3B) Rang d’una matriu

3.11. (*) Un sistema de control
&(t) = Az(t) + Bu(t), AeM,, B M,xm,

resulta ser “controlable” (és a dir, tot canvi en els valors de = és factible mitjangant un control
u(t) adequat) si, i només si, és maxim el rang de 'anomenada “matriu de controlabilitat”

K = (B, AB, A’B,..., A"'B).
(a) Discutiu per a quins valors de «a, 5 € R és controlable el sistema definit per

010 1 0
A= -2 1 0 , B=| 0 g
a 0 1 0 1

b) Discutiu per a quins valors de «, 8 € R és controlable amb només el segon control, és a dir,
b q g
0
quan en lloc de la matriu B original es considera només la matriu columna By = | [
1

(c) En general, els “index de controlabilitat” venen determinats pels rangs de les matrius

B, (B, AB), (B, AB, A’B),..., K.

Calculeu aquests rangs, en funcié dels parametres v, € R, per al sistema definit per

0

0

1
0 1
0 1 0

o

Il

—

W

Il
oo‘»aoooo
»—no‘ooqg o o

Solucié:

(a) Es controlable per a tot valor de a i 3.

(b) Es controlable per a 8 # 0.

(c) rang (B)=2, rang (B, AB)=4.
Si y=6=0: rang (B, AB, A’B)=5, rang (B,...,A3B)=6, rang (B,...,A*B)="7
Si v+ 0: rang (B, AB,A’B)=6, rang (B,...,A’B)=17.
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3.12. Donat «, 3,7 € C qualsevol, siguin a, b, ¢ definits per:
(t—a)(t—pB)(t—~)=t>+at> + bt +c.

Calculeu el rang de la matriu

-« 1 0
A= 0 —«o 1
—c —-b —a—«

Solucié: Clarament: a = —(a+ +7), b = af + fy+ya, ¢ = —afy. Sien A pivotem la
primera fila sobre la tercera, resulta

- 1 0
0 — 1
0 —a(B+~v) B+~

Pivotant ara la segona resulta facilment: rang A = 2.

3.13. Discutiu, en funcié dels valors de «, 3 € R, el rang de la matriu

e 2 0
L ™R
@ L R

Solucié: 0sia=p=0; 1lsia=F#0; 2sia=0,5#0; 3sia#0, a#(.

(3C) Determinants.

3.21. Calculeu els segiients determinants:

3 -2 0 -1 2 1 2 3 x 1 1 1
0o 2 2 1 0 1 -2 0 1 = 1 1
@1 5 3 1y 3 1 o @11 41
0o 1 2 1 3 —4 0 -2 11 1 =z
1 2 2 4 5 1 2 3 45
6 7 8 8 10 2 345 6 cosz e e
(d) |11 12 13 14 15| (e) |3 4 5 6 7 (f) | cos2x e%* o2
16 17 18 19 20 4 5 6 7 8 cos3x e e diT
21 22 23 24 25 5 6 7 8 9
Solucié:
(a) 1
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(¢) (z—1)3(x+3) =2t — 622 + 8z — 3.
(

)
d) 0, ja que la quarta fila és la semisuma de la tercera i la cinquena.
(e) 0, ja que la segona columna és la semisuma de la primera i la tercera.
(f) 0, ja que la primera columna és la semisuma de les altres dues.

3.22. Sabent que els nombres 58.786, 30.628, 12.831, 80.743 i 16.016 sén tots divisibles per 13, de-
mostreu que el determinant de la segiient matriu és, també, divisible per 13:

3.23.

3.24.

8

b

Il
— 00 = W Ot
S O N O

7

O 0 O

8

=R W N

D W = o O

Solucié: El determinant d’una matriu no canvia si a una de les seves columnes li sumem una

combinacié lineal de les altres columnes. Per tant, podem substituir la cinquena columna de la

matriu A per

cg = c¢5 + 10c4 4+ 100c3 + 1000cs 4+ 10000¢c; =

58786
30628
12831
80743
16016

4522 x 13
2356 x 13
= 987 x 13
6211 x 13
1232 x 13

Finalment, traiem el 13 com factor comu de la cinquena columna i notem que el determinant de

la matriu que queda és un nimero enter, ja que tots els seus elements sén enters.

Demostreu que:

a*> a 1 bed
¥ b 1 acd
e |

d? d 1 abe

abd | — (a—"b)(a—c)(b—c)(b—d)(c—

d)(a —d).

Solucié: Una manera de comencar consisteix en restar-li la primera fila a totes les altres. Al

fer aix0, en cada una de les ultimes files apareix un factor comd que es pot treure fora del

determinant: (a — b) en la segona, (a — c¢) en la tercera i (a — d) en la quarta. A més, podem

desenvolupar el determinant per la tercera columna que ha quedat plena de zeros. El problema

se acaba efectuant operacions similars.

(a) Calculeu els anomenats “ determinants de Van der Monde”

1 I (.%'1)2
, D3=|1 z3 (12)?
1 x5 (z3)

)

Dy,

I (1‘1)2
T2 (1‘2)2
Ty (zn)?

)nfl

(1‘2)"71

(xn)nfl
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(b) Deduiu que hi ha un tnic polinomi P(z) € R, _;[z] tal que en els punts z1,...,z, prengui
valors ¥1,...,¥y, arbitraris prefixats.
Solucié: Dy =2 —x1. Dy = (x3—z1)(x3 —22)(z2 —21).  Dn = [[1cicjcn(@j — ).

3.25. (a) Demostreu que si a;; # 0 per a tot j, aleshores:

(0% al a9 e Ay,
aq aill 0 e 0 n \2 n
az O azxp ... O =|la-— (a) (H aff) .
: Do
7j=1 77 =1
a, 0 0 ... Qpn
31 2 3
. . 12 00
(b) Apliqueu aquest resultat al calcul de: 5010
300 3

Solucié:

a) Només cal convertir la matriu donada en una matriu triangular inferior, restant-li a la
g
primera fila els mfﬂtlples adequats de totes las altres files.

(b) —27.
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4. Sistemes d’equacions lineals. Inversié de matrius. Sistemes
matricials

(4A) Sistemes d’equacions lineals.

4.1. Discutiu i resoleu en R els sistemes d’equacions seglients:

31+ 222+ 523 =1
41 4+ 319 + 623 = 2
ox1 +4xo 4+ Txs = 3
6x1 + Txo + 8x3 =4

T1 — X9 +2x3+ 34 +2x5 =1
(b) 201 —Tg —x3 — 224 + 25 =1
1+ X9 — 23+ x4 + 225 =1

(a)

i doneu una base dels subespais de solucions dels sistemes homogenis associats.
Solucié:

(a) El sistema és compatible determinat, essent la seva solucié z; =2, 29 =01 x5 = —1.

(b) El sistema és compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat, essent les seves solucions

19 2 11 3 1 7 1 cR
x1=1—2x4— x5, Tg = = — —Ty — =T5, T3 = = — =Ty — —T5, T4, T :
1 4 9 5y L2 3 3 4 9 5y 43 3 3 4 2 5y 44,45

4.2. Resoleu en R els segiients sistemes, discutint-los segons els valors de a,b,c € R

ax +y+z+t=1
r+ay+z+t=>
r+y+az+t=>5°
r+y+z+at=053

r+y+z=1
(b) ax +by+cz=1
alr + by +cfz=1

(a)

Solucié:

(a) La resoluci6é completa és molt llarga. La discussié de casos és la seglient.

Caso Discussio
a=1ib=1 Compatible indeterminat amb 3 graus de llibertat
a=1ib#1 Incompatible
a=—-31ib=—1| Compatible indeterminat amb 1 grau de llibertat
a=-3ib# -1 Incompatible
a#1,-3 Compatible determinat

(b) Al igual que en l'apartat anterior, ens limitem a discutir el sistema.
Sia#b#c#a, el sistema és compatible determinat.
Sia=05b,a=cob=c, pero cap dels nimeros a,b,c és igual a un, el sistema és
incompatible.
Sia=b,a=co b=c,ialgun dels nimeros a,b, c és igual a un, el sistema és compatible
indeterminat.
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4.3. Siguin agy,...,a, elements de R; resoleu i discutiu el sistema

T+ X9 = a1
1+ 23 = a2
T1+ ZTpt1 = an
Solucié: El sistema és compatible i determinat. L’inica solucié del sistema ve donada per
1 =0, 22 =01, T3 =0a2, ..., Tn =0Ap—1 1 Tpy1 = ap.

4.4. (*) Una empresa ofereix tres productes diferents, amb indexs de produccié respectius Py, P, P3
i les demandes D1, Do, D3 dels esmentats productes vénen donades en funcié de la produccié
per les relacions:

Dy = 3PL—P;—6

Dy = 3P+ P,—2P3+11

D3 = 2P+ P,—3P3—6
Determineu la quantitat de productes que s’han d’oferir per a que hi hagi equilibri de mercat.
Solucié: Hi ha equilibri quan P, = Dy, P, = Dy i P3 = D3. Resolent el sistema queda
P, =23, P,=1201i P; = 40.

4.5. (*) Tenim tres productes, P, amb 50% de Fe, un 30% de Zn i un 20% de Cu; P, amb un 40%
de Fe, un 30% de Zn i un 30% de Cu; P3 amb un 30% de Fe i un 70% de Zn. Per a obtenir
un producte amb un 40% de Fe, un 35% de Zn i un 25% de Cu, en quina proporcié hem de
barrejar Pl, PQ i Pg?

Solucié: Las proporciones sén 12'5%, 75% i 12/5%, respectivament.
4.6. (*) Considereu una rotonda com la de la figura , on (a7, a9, a3) indiquen els fluxos entrants,

(61, P2, 03) els sortints i (x1,...,26) els interns. Es pretén estudiar els fluxos z;, suposant
coneguts els a;, 3;.

Qa2 B2
51 as
—_ e . e
—_ S
a1 B3

(a) Raoneu empiricament que:

(i) Cal suposar Yaj; = X0;.
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(ii) Aleshores, ha d’haver una distribucié factible de fluxos interns, amb z; > 0.
(iii) De fet, aquesta distribucié no sera tunica.

(b) Justifiqueu que la relacié buscada ve donada pel sistema d’equacions

aq 1 -1 0 0 0 O
. _5 0 1 -1 0 0 0
. %) 0 O 1 -1 0 O
A == A =
—[2 ’ 0 0 O 1 -1 0
6 a3 o 0 0 0 1 -1
B 1 0 0 0 1
¢) Demostreu que:
() q
(i") El sistema és compatible si, i només si, Yo; = £0;.
(ii’) Aleshores el sistema és indeterminat.
(iii’) En particular, admet solucions amb z; > 0.
(d) En particular, considerem
041:90, 0422130, a3:80, ﬁ1:50, ﬂ2:150, ﬁ3:100

(1) Estudieu quants i quins fluxos interns cal mesurar per coneixer la resta.
(2) Determineu el flux x5 minim.
(3) Estudieu si en algin punt de la rotonda el trafic pot ser 0.

Solucié:

(b) En cada confluéncia, el nombre de vehicles que hi arriben ha de ser igual al dels que se’n

van:
r1=2x2+03, Totaz=13,..., X6+ =21.
(d) (1) Només una, que pot ser qualsevol.
(2) x5 > 150.
(3) x4 .

4.7. (*) (La dieta de Cambridge) La taula segiient recull el contingut (grs per 100) en 3 nutrients
basics (proteines, carbohidrats, greixos) de tres aliments

Llet desnatada | Farina de soja | Serum
Proteines 36 51 13
Carbohidrats 52 34 75
Greixos 0 7 11

Determineu quina quantitat de cada aliment cal ingerir per obtenir les aportacions diaries de

nutrients basics que recomana la dieta de Cambridge: 33 gr de proteines, 45 gr de carbohidrats

i 3 gr de greixos.
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4.8.

4.9.

4.10.

(*) Alka-setzer conté bicarbonat de sodi i acid citric, que al dissoldre’s en aigua produeixen citrat
de sodi, aigua i dioxid de carboni: Na HCO3+H3CgH507 —— NagCgH507+Ho0+CO5.
Determineu quantes molecules de cada component sén necessaries per produir-ne 100 de citrat
de sodi, i aleshores quantes se’n produiran d’aigua i de dioxid de carboni.

Solucié: Si escrivim x1, 2 el nombre de molecules dels components inicials, respectivament, i
1 b 2 ) b
que z3, x4 el de subproductes, ha de ser:

3 0

6 0
T 5 + 3 9 + 24
7 1

N O = O

0
6

+ x9 g | = 100
7

W = = =

on els vectors columna indiquen la composicié atomica (Na, C, H, 0) de una molecula de cada
substancia. Resulta doncs:

10 0 0 1 300
16 0 -1 2 | | 600
1 8 -2 0 zs | | 500
37 -1 -2 4 700
10 0 0]300 1 0 0 | 300 1 0 0 0] 300
1 6 0 -1]600 15 1 0/500 118 0 01500
1 8 2 ofs50 |7 18 -2 ols0 | | 1 8 2 ol 500
3 7 -1 -2/|70 3 7 -1 -2 700 3 7 -1 -2/ 700

Per tant, 17 = 300, zo = —(1500 — 5400) = 3900, etc.

Sigui A € M,,(R) i Az = b un sistema compatible i determinat . Que es pot afirmar del sistema
A8z = b7

Solucié: El sistema A%z = b és compatible i determinat, ja que det A® = (det A)® # 0.

Utilitzant la regla de Cramer, trobeu la solucié dels sistemes segiients:

1+ 209 —x3=1 T1+x2+r3=1 Tl —x9—T5 =1
(a) To+2x3=0 (b) 1 —2x3=20 C) 3+ 26 =0
1+ 39 +23=1 201 + 20 =1 Ty —x5=1

Solucié:

(a) Sistema compatible determinat: z1 =1, 2o =0, 23 = 0.
(b) Sistema compatible indeterminat: x1 = z3, x9 = 1 — 2z3 y x3 queda lliure.

(c) Sistema compatible indeterminat: z1 = 1 + x9 + x5, 3 = —xg, x4 = 1 + x5 1 X2, 25,26
queden lliures.
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(4B) Inversié de matrius.

4.11. Determineu la inversa de les matrius

1 1 35 1 11
() A= | 0 14| BB=|1a1
1 1 0 1 1 a
1 —a 0 0 0
0 a b 0 1 —a 0 0
(b) C = 0 ¢ d) D=
b ¢ 0 0 0 0 1 —a
0 0 0 0 1
Solucié:
-4 5 17
(a) A7l = -5 —4
1 2 -1
1 a+1 -1 -1
(b) Si a # 1, aleshores B~ = -1 1 0
a—1
-1 0 1
Si a =1, aleshores la matriu B no és invertible.
1 —c? bc  ac
(c) Si abc # 0, aleshores C~1 = —— be —b*> ab
2abc 9
ac ab —a
Si abc = 0, aleshores la matriu C no és invertible.
1 a CL2 an—2 an—l
01 a a” 3 qn?
00 1 ant gn3
(d) D' = . .
0 0 O 1
0 0 O 0 1
4.12. (a) Determineu la inversa de la matriu
2 0170
0 3 0 2
A=1 0 4 0
07 01

(b) En general, sigui A = (a;;) € M4(R) invertible tal que a;; = 0 si i + j és parell, i a;; # 0
si i+ j és senar. Es també la inversa una matriu d’aquest tipus?
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Solucié:
40 —77 0
1 0 -1 0 2
1
(a) "1l —11 0 2 o

4.13. Utilitzant determinants, estudieu el rang de les segiients matrius, i trobeu la seva inversa, en cas
de ser invertibles

oo o
A=121 1], B=
-1 0 01
sob - 01 11
2 1 -1
Solucié: La matriu A té rang maximi A~' = -5 -2 3
1 1 -1

w

La matriu B no és invertible, ja que rang(B) =

(4C) Sistemes matricials.

4.21. Determineu la matriu X tal que AX = B, essent

1 1 2 1
(a) A= 10 B = 0 2
11 2 1
2 1 1 1 2
(b) A= 1 11 B=1]|020|.
3 1 1 2 1
011 4 11
(c) A= 1 1 1 2 B = 2 1
1 0 21 1 0
1 1 « 10
(d) A= 1 o 1 B = 1 2], Va€eR.
a 1 1 10
1 0 01 11
(e) A= 1 1 0 2 B = 2 3
1 1 1 3 3 4
Solucié:

. . . ., 0 2
(a) Sistema compatible determinat, essent la seva solucié6 X = ( 5 _1 ) .
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(b) Sistema incompatible.

(c) Sistema compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat, essent les seves solucions

1+ 2a 2b
1—§a 1—§b
X = 2 2 ) a,beR.
3, 3
2 2
a b

(d) Sia#11ia# —2,el sistema és compatible determinat, essent la seva solucié

1 a—1 -2
X=————| a—1 2(a+1)
(a—1)(a+2) o1 9
Sia=1o0 a= -2, el sistema és incompatible.

(e) Sistema compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat, essent les seves solucions

l1—a 1-0b
l1—a 2-0b

X = l—a 1-p | a,beR.
a b

4.22. Determineu X tal que XA = B essent

1 2 1 2
(a)A_(13> B_(01>.
1 2 01
was(13) s (00)
1 3
1 0 1
@ A=[1 0 B:(Z’éi).
3 1
2 3
) A= 2 1 B:<i’:1))).
2 0
Solucié:

. . . - 1
(a) Sistema compatible determinat, essent la seva solucié6 X = ( ) (1) ) .
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(b) Sistema compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat, essent les seves solucions

1—2a a-—1 a
X_<—1—2b 24+ b)’ abeR.

(c) Sistema incompatible.

(d) Sistema compatible indeterminat amb 2 graus de llibertat, essent les seves solucions

a 1 n
——= ——a+- a
X — 2 4 4 ’ a,b e R.
b5 3, 3,
2 4 4

4.23. Discutiu segons els valors de « la solucié del sistema XA = B, essent

a 1 1 9
A= 1 o 1 iB:(iOléOél)
1 1 «

Solucié: Si a =1, el sistema és compatible indeterminat amb 4 graus de llibertat, essent les

seves solucions
a b 1—a-b»
X_<c d 1—c—d)’ a,b,c,d € R.

Si a = —2, el sistema és incompatible.
Sia#11ia# -2, el sistema és compatible determinat, essent la seva solucid

a—1|—2 ( _(a1+1) 1 (OZ+11)2 )

4.24. Resoleu en M3(R) el sistema d’equacions:

AX+BY =C
DX +FEY =F

essent

(1) = (1h) o= (3)
o-(43) (3 1) (3

wa=(i3)om=(1a) e=(1a)
P (1) = (33) (1)
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4.25.

Solucié:

(a) Compatible determinat, amb X = < 6 -17 ) 1Y = 3 < 4 2 )

1
5\ 37 14 5.2 1
. . 28 ) . 6 1
(b) Compatible determinat, amb X = ( 11 _2> 1Y = ( 00 >
1 a 3 b 01 131 2 11 2
Sigunin A=(214|,B=|11b|,c=l010]|iD=[ -2 -8 —2
1 0 2 2 b0 1 21 0 -2 0

Per a quins valors de a,b € R els sistemes d’equacions AX = B, XC = D tenen una soluci6
comuna? Trobeu-la per a aquests valors.
4 3 -2
Solucié: a=0,b=11iX=| -3 -1 1
-1 -1 1



30

Algebra Lineal (GEM/GETI/GEQ)




Espais vectorials. Bases. Canvis de coordenades 31

5. Espais vectorials. Bases. Canvis de coordenades
(5A-B) Espais vectorials. Bases

5.1. En E = R?, considerem els vectors: e; = (1,0), e = (0,1), uy = (1,1), ug = (1,—1).

(a) Calculeu les coordenades d’aquests vectors en les bases: B; = (ej, e2), Ba = (ea, 1),
Bs = (u1, u2).

(b) Idem per a un vector generic v = («, (3).

Solucié:
By By B3
e (LO) (0,1)  (33)
e2 (0,1) (1,0) (3. —3)
wo (L1 (L1 (1, 0)
uy (1, —1) (—1, 1) (O, 1)
+

5.2. En R?, considerem les bases:

Bl — (ela €2, 63); €1 = (15 0) O)) €2 = (Oa 1) O)) €3 = (Oa 0) 1)
B2 - (Ul, Uz, Ug), Uy = (Oa 1) 1)) U2 = (1) Oa 1)5 us = (1) 15 0)

(a) Calculeu les coordenades en cadascuna del vector v = (1, 2, 3).

(b) Idem del vector w = (a, 3, 7).

Solucié:
By By

v (1,2, 3) (2,1, 0)

w (OC7 /87 FY) (_a—gﬂ-’_’yv a_g—i_’yv OH_g_’y)

5.3. En E = My(R), considerem les bases:
o= ((o0) (0s) (Vo) (0 1))
2= ((00) (o) (1) (o1))
o= (o 1) (o) (0 2) (1

(a) Calculeu les coordenades en cadascuna de la matriu A = < :1)) Z ) .

1
0
1
0
1

—_

—_
N——
N———
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(b) IdemdeA’:<a 5).

Solucié:

By By Bs
A (1,234 (=8, 2, 3, 4)

(
A/ (Oé, /87 Y, 6) (Oé - 5 -7 - 57 /87 Y 5) (OCT-i_(S? ﬁ%’ 7[317767 O‘Jﬁﬁ;'y*‘s)

5.4. Considerem E = Ryt

(a) Calculeu les coordenades de 1+t +¢? en la base (1, t —1, (t —1)?).

(b) En general, demostreu que les coordenades de P(t) € E en la base (1, t — a, (t — a)?) sén:
P(a), P'(a), P"(a)/2!.

Solucié:

(a) L+t+2=A+u(t—1)+nt—1)=A—p+n) +tu—2n)+t*n =
= n=1 p—-2n=1, A—p+n=1
—=n=1 p=3, A=3

(b) P(t) =A+pu(t—a) +n(t—a)? = Pa) =\ Pla)=p, P"(a)=21.

5.5. Considereu E = Ry|t]

(a) Calculeu les coordenades del polinomi 1+t +t2? en la base (t(t—1), t(t—2), (t—1)(t—2)).
(b) En general, demostreu que les coordenades de P(t) € E en la base ((t — a)(t — (), (t —
a)(t —7), (t = B)(t—")) son:

PO) P(B) P(e)
(Y—a)(y=8)" B-a)(B=7)" (a=pB)a=7)

Solucio:
(a) 14+t+t2 =Mt —1)+ptt —2) +nt—1)(t —2)

t=0=1=2n=—n=1/2
t=1—=3=—p—pu=-3
l=2=7=22=\=17/2

(b) P(t)=At—a)(t=08)+plt—a)t—7)+nt—-0)t—7) =
— P(a) =n(a - B)(a—7), P(B)="--
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5.6. (*) La cel-la basica dels cristalls de titani té l'estructura hexagonal de la figura

o o
on el diametre de la base és 6 A il'algaria 4’8 A. Sovint es prenen com referéencia (uy, ug, ug)
els atoms situats en els vertex 1, 2 i 3, amb l'origen de coordenades al 0.
(a) Quines son les coordenades dels altres atoms de la cel-la basica en aquesta referéncia?
(b) Calculeu les coordenades de 1, 2 i 3 en la referéncia ordinaria de R3.
(c) Enles al-leacions, els atoms addicionals poden situar-se en llocs “octaedrics” o “tetraedrics”,

4'2°6 2'273
seva distancia al 0.

111 111
com ara els (— ) i ( —> respectivament. Situeu-los sobre la figura i calculeu la

Solucio:

(a) (=1, -1, 1) el 4, ...

(b) (3,0,0), (~1'5, 26, 0), (0, 0, 48)
(c) 1534, 2194,

5.7. (*) Tres productes sén fabricats en les factories Fy, Fy, i F3, amb la segiient produccié diaria:
Py = (30, 30, 40) P = (50, 30, 20)  P; = (10, 30, 60).

Per facilitar la gestié de stocks, cada factoria serveix en les mateixes proporcions en qué fabrica.
Suposeu que un client presenta peridodicament una comanda C' = (170, 150, 180):
(a) Verifiqueu que podem servir-la des de les factories Fy i F3. Calculeu el termini de lliurament.

(b) En cas que F3 sigui fora de servei, estudieu si podrem servir-lo des de les altres. Calculeu
quin seria, aleshores, el termini de lliurament.

(c) Suposant totes les factories disponibles, estudieu com podriem minimitzar el termini de
lliurament, i determineu quin seria.

Solucié:

(a) C =3P, +2P;; 3 dies.

(b) C =4P, + Py; 4 dies.

(C) C = 2P, + 2P + Pg; 2 dies.



34 Algebra Lineal (GEM/GETI/GEQ)

5.8. (*) Una fabrica produeix dos productes P;, P» a partir de dues materies primeres M;, M,. El
consum unitari d’aquestes materies per a cada producte és: p; = (0’3, 0'7), p2 = (0/6,0'4).
Se serveixen dos clients, les comandes ordinaries dels quals tenen la composicié segiient: ¢; =
(100,300), 2 = (400, 200).

(a) Siel nombre mensual de comandes és C; i C respectivament, i el preu unitari de les matrius
primeres és mq, mo, justifiqueu que el cost de les materies primeres consumides en un mes

(my o) 0’3 06 100 400 o
V2207 04 300 200 Cy |-

(b) Esbrineu com varia aquest cost en cadascun dels suposits segiients:

és:

(i) my augmenta un 10%.
(ii) C augmenta un 10%.
(iii) En la produccié de P; estalvien un 10% de M.

Solucié:

(b) (i) El cost total augmenta en 21C; + 24C5.
(ii) El cost total augmenta en 24m; + 36ms.
(iii) El cost disminueix en 7TmoCy + 28maCy.

(5C) Rang d’una familia de vectors

5.11. En E = R*, considerem la familia de vectors: v; = (1,—1,1,—1), vy = (1,2,3,4), v3 =
(2,-2,2,-2), vs = (3,3,7,7).

(a) Determineu una subfamilia linealment independent maximal.

(b) Amplieu-la fins una base de F, afegint vectors de la base ordinaria de E.

1 1 2 3/1 0 0 0 1 12 3/1 00 0
Solucic: | 1 2 2 3/0 1 00| [0306/ 1100/
13 2 7/0 0 1 0 0 2 0 4[-1 0 1 0
14 2 710 0 0 1 050 0[100 1
112 3|1 00 0 11 2 3 0 0 0
03061 100 0 3 0 6 1 0 0
“looool-s 23 0] 7loooo0|l5 -2 3 o0
00 0O0[2 -5 0 3 000 0[]0 -21 -6 15

(a) (v1, ve). També (v1, v4). Pero no (v1, vs), ni (vy, vy).

(b) (v1, va, €1, e2). També (v, vo, €1, €3), ...

5.12. En E = R3, considerem els vectors: v; = (1,1,1), va = (0,,1), v3 = (1,1—, ), v4 = (a, 1,1).
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(a) Discutiu per a quins valors de o € R generen E.

(b) En cada cas, seleccioneu una subfamilia que formi base.

10 1 « 10 1 «
Solucié: 1l o 1—-a 1 ~ 0 a —a l1l—a |~
1 1 a 01 a—1 1—«
1 0 1 « 10 1 «
~ 01 a— 1—-« ~ 01 a—1 11—«
0 a —a 1-« 00 —a®2 (1-a)?

(a) Generen per a tot valor de aw € R (la darrera fila seria nul.la per a a« =01 o = 1, la qual
cosa és incompatible.)

(b) Si = 0: base (v1,v2,v4), pero no pas (vy, vy, v3).
Si a=1: base (v1,v2,v3), perd no pas (vy,va,vy).
Sia#0,1: bases (v1,v2,v3), (v1,v2,04), ...

Alertal: En el segon pas hem permutat la 2a i 3a fila, ja que en cas contrari I’element pivot
a0 = « podria ser 0.

5.13. Sigui (ey,...,e,) una base de l'espai vectorial E i (uq,...,u,) la familia definida per u; =
€i+1 — €4, i=1,...,n—1, Up = €Ep, -
(a) Proveu que (uq,...,uy) és base de E.
(b) Expresseu el vector e; + -+ + e, en la base (u1,...,uy).
Solucio:
—1 0 0 0
1 -1 0 0
(a) rang Mate,(us,..., up) =rang | ... ... cee e | =0
0 0O ... =1 0
0 0 ... 1 1
(b) e1+ - +e,=—up —2ug —3ug — -+ — (n— Dup—1 + nuy,.

5.14. Estudieu si tot polinomi de grau 2 pot expressar-se com combinacié lineal de quadrats de la

forma (z — a)?, a€R. I[dem per a grau n.

5.15. Sigui Ry[z] I'espai vectorial dels polinomis en la variable x, amb coeficients a R i de grau menor
o igual que 4. Siguin ag, a1, a2,a3 i a4 cinc nombres de R diferents dos a dos. Demostreu que
els polinomis (z — a;)*, i = 0,1,2,3,4 formen una base de Ry[z].

Solucié: Recordant les férmules del binomi de Newton, veiem que el determinant de la matriu
formada pels coeficients dels polinomis p;(z) = (z — a;)* casi té la forma de un determinant de
Van der Monde.
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(5D) Canvis de coordenades

5.21. En E = R", considerem B = (ey,...,e,) la base natural i B = (ug,...,u,) la definida per:

w =(0,1,1,...,1,1)
up=(1,0,1,...,1,1)

up = (1,1,1,...,1,0)

(a) Essent z € E'i (x1,...,xy,) les seves coordenades naturals, demostren que les seves coor-
denades (T1,...,T,) en la base B venen donades per:
_ mtetay, o
i =—— —x;, (<i<u.
n—1

(b) Calculeu la matriu de canvi de base S = matgB, i verifiqueu que

T T
=61

Solucié:

(a) x =T1u1 + -+ +Tp si, 1 només si,
T =Tp+  +Tn =T — T
Ty =T1+ T3+ +Tp =) T; — T2
Tp =701+ +Tp-1 :Zfi_jn

Per tant, 1 + -+ x, = (n — 1)(T; + - - - + T,,). Finalment,

=Yz D Ti
xTr; = T, — Ty — —X;.

n—1
1 ... 1
0 1
1 1
(b) S=
11 ... 1
11 ... 0

5.22. En E = R3, designem per (z,y,z) les coordenades d'un vector en la base natural (e, ez, e3)
i per (7,7,%) les seves coordenades en una nova base (uj,ug2,us). Se sap que les coordenades
respectives de tres vecctors vy, ve, vz son:

(x7 y7 z) (T7 y? E)
v (3,3, -1) (1,1, 2)
vy (2,1,1)  (2,0,1)
vs (=1, —-1,1) (1, —1,0)
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(a) Calculeu quines sén les coordenades de u; en la base natural

(b) Calculeu les matrius de canvi de base S tal que:

x x
— | = o1
gy |=9 y
z z
Solucio:
v + v3 — 202 ,
(a) uy = — Per tant, les seves coordenades naturals sén:

(3,3,1) + (—1,_—21’ V=220 g4y,

(b) Les coordenades naturals de u; calculades a (1) formen la primera columna de S. Analogament
es calcularien la segona i la tercera.

També es pot observar directament que:

-1

3 2 -1 1 2 1
S = 3 1 -1 1 0 -1
-1 1 1 2 1 0

5.23. En E = R3, designem per (z,y,z) les coordenades naturals i per (Z,%,%) les noves en la base
(uq,ug,us) donada per:

1 2 0
S = mate, (u1,u2,uz) = 0 1 1
1 0 —1

(a) Expresseu en les coordenades T, ¥, Z el sistema d’equacions

—x+2y+2z2= 1
rT—y—z= 2
T+2y+z=-1

x

y | =b.
z

(b) En general, expresseu en les coordenades T, 7, Z el sistema A

Solucié:

(a) Com que x =T+ 2y, y =9y +Z, 2 =T — Z, substituint resulta
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(b) AS

N < gl
Il
S

5.24. (%)

(a) Considerem el sistema dinamic #(t) = Ax(t) + b. En unes noves coordenades z = S~ 'z

sera: x(t) = A%(t) + b. Determineu les matrius A, b en termes de S i les inicials A, b.

(b) Idem per la terna de matrius (C, A, B) que defineix un sistema de control: #(t) = Az(t) +
Bu(t), y(t) = Ca(t).

(c) Deduiu del resultat de (b) que la matriu de transferéncia H(s) = C(sI — A)~!'B és invariant
per canvis de base. Es a dir, C(s] — A)"'B = C(sI — A)'B.

Solucié:

T
03 (@)
N |
CDZ 8
S
T
w |
e,
- L
S
I
“
N
)
+
=
I
“
e
5]
+
“
-
I
“
e
w
Y]
_|_
“
>
o)
e
—t+
2
B
drk

G
Ql mlg ST
=

abans: Z = S"'AST+S ' Bu. D’altra banda: y = Cx = CST. Per tant, A = S~1AS,
=57'B,C=CS
(c) C(sI —A)"'B=0CS(sI —S71AS)" 1S~ 1B =CS(S7 (s — A)S)"1S'B =
= 0SS sl —A)~ Y S H) 1S IB=C(s - A)~'B.

5.25. En R3 es considera el canvi lineal de coordenades donat per:

T = —x+2y+2z
Yy = rx—y—=z
z = —x+4+2y+z

on (z,y,z) indiquen les coordenades naturals, i (Z,7,%) les noves, en una certa base (u1, uz, us)

(a) Representeu graficament els seus eixos coordenats i I’escala sobre cadascun.

(b) Calculeu I’equacié en les noves coordenades de la quadrica:
2?4+ 2y? + 222 —3zy — 322+ 3yz = 0.
Representeu-la graficament.
Solucio:
(a) Les coordenades naturals de uj resultarien de resoldre

= —x+2y+2z
= T—y—2z

= —xz4+2y+=z
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i analogament per ug, ug. Més directament, com que:

x -1 2 2 T
7 =1 1 -1 1 y
z -1 2 1 z
Tenim: .
-1 2 2\ 12 0
S = mate, (u1,ug,us) = 1 -1 -1 =01 1
-1 2 1 1 0 —1
x x
(b) De [ y | = 7y |, resulta: x =7 + 27, etc. Substituint i operant s’obté: Ty = 0.
z z

5.26. En E = Ry[t] considerem les bases:

B: 1, t ¢
B': 1,t—1, (t—1)
B": t(t—1), t{t—2), (t—1)(t—2)

(a) Calculeu les matrius de coordenades X, X', X” del polinomi 1+t +t2 en les tres bases,
respectivament.

(b) Calculeu les matrius del canvi de base S’ = matgB’, S” = matgB” i verifiqueu que:
X,:(S/)_lX’ X//: (S”)_lX.

(c) Essent T = matp B”, justifiqueu que T = (S")~1S” i verifiqueu que X" = T-1X".

Solucié:

1 3 7/2
(a) X = 1|, X'=1|3], X'= -3

1 1 1/2

1 -1 1 0 0 2
(b)y S"=1 0 1 -2 |, §"= -1 -2 -3

0 0 1 1 1 1

(¢) T =matp B” = matp BmatgB" = (5')~15"

X// _ (S//)—lX _ (S//)—ISIX/ — ((S/)—ISII)—lXI — T—lX/ )
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6. Subespais vectorials. Subespais definits per equacions. Subespais
definits per generadors

(6A) Subespais vectorials.

6.1. Estudieu si F', G sén, o no, subespais vectorials de F', essent:

(a) E=R* F ={(z,y,2,t) e R*|z —y = 0}
G={(r,y,2t) eER*: z —y=1}

(b) E =Ry[x] F ={P(x) € E|1 és arrel de P(x)}
G={P(x)e E|P(1)=P(0)}

(c) E = My(R) F={AeE|A= A"}
G={AcFE|detA=0}

() E=FRR) F={feE|f0)=f1)}
G={f e E|f(-a) =5— f(a)}

F(R,R) indica I’espai vectorial de les funcions reals de variable real, amb la suma i producte per
un escalar habituals).

Solucié:

)

b) F Si. G Si.
(¢c) F Si. G No.
(d) F Si. G No.

(a) F Si. G No.
(

6.2. (a) Demostreu que el conjunt F' de les successions numeriques u = (ug, U1, Ug, ..., Up,...) =
(un)nen provist de les lleis de composicié + i -, definides mitjancant u,v € F, A € R,
U+ v = (Up + Vp)nen, A+ u = (Aup)nen, és un espai vectorial.

(b) Proveu que el conjunt G de les successions de Fibonacci (uy,)nen definides per la relacié de
recurréncia Un4o = Upt+1 + Un, N € N, és un subespai vectorial sobre R.

(c) Que es pot dir de les dimensions de F' i G?
Solucié:
(a) Es una demostracio.
(b) Es una demostracio.
(¢) dimF =00 i dimG =2. Una base de G és ((1,0,1,1,2,3,...),(0,1,1,2,3,5,...)).
6.3. (*) Es consideren els senyals lineals a trossos [P, PT] definits per
[P~, PT]t)=P (1), si t<O0
[P, PT|(t) =Pt (t), si t>0

on P~(t), P*(t) sén polinomis de grau 1 en R.
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(a) Verifiqueu que el conjunt E d’aquests senyals forma un espai vectorial de dimensié 4.

(b) Sigui F C E el subconjunt dels senyals continus, és a dir: P~(0) = P*(0). Verifiqueu que
F' és un subespai vectorial, i calculeu-ne la dimensio.

(c) Verifiqueu que una base de F' és: 1, ¢, |t].

(d) Calculeu les coordenades del senyal rampa [0, ] en la base anterior.

Solucié:

(a) E={la t+b", a™t+b"]: a”,b",at, b" € R}
(b) F={la t+b", att+b"]: b= =b"}; dimF =3

01 -1
1 0 O
(c) rang 01 117 3
1 0 O
1 -1
(1) 0 0 A1 8 A2 —A3=0 A1=0
(d) 0 1 1 Ao = 1 S A =0 = )\221/2
1 0 0 A3 0 A+ A3 =1 )\3:1/2
(d’) Alternativament: A1+ Aot + Aslt] = [0, ¢]

t=—1: M —X+X3=0

t= 0: M =0

t= 1: X+X+A3=0
(6B) Subespais definits per equacions.

6.11. Trobeu una base dels segiients subespais:

(a) U={(z,y,2,t) |ly+2z+t=0}, V={(x,y,2,t) |z +y =0,z = 2t}.
(b) F={P(t) € Rs[t]| P(1) = 0,P'(1) = 0} subespai de R3[t].
(¢) G={A € My(R)|trA =0} subespai de M3(R) (trA = traga de la matriu A).
(d) F={(z,y,2,t) € R*|x+ 3t =y}
G={(z,y,2,t) ERY|x —y — 2z —t =0}

(e) H={P(t) € Rs[t]| P(0) = P(1) = P/(0)}
(f) I={Ae€My(R)|A= A"}

Solucié:

(a) Una base de U és ((1,0,0,0),(0,1,0,-1),(0,0,1,—-1)).
Una base de V' és ((1,-1,0,0),(0,0,2,1)).

(b) Una base de F és ((t —1)%,(t —1)3) = (#2 — 2t + 1,3 — 3t2 + 3t — 1).



Subespais vectorials. Sub. definits per equacions. Sub. definits per generadors 43

6.12.

6.13.

(¢) Una base de @ és (( > (8 é) ((1) 8))

(d) Una base de F' és ((1,1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)).
Una base de G és ((1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)).

(e) Una base de H és (1> —t —1,#3 —t —1).

(
(
(
(f) Una base de I és <( > ((1) (1)>’(8 (1))>

Estudieu si sén subespais vectorials de ’espai vectorial de polinomis de grau menor o igual que
2, i en cas afirmatiu determineu-ne una base, els conjunts F' i G definits respectivament per:

(a) P(t) = P(0)+ P(1)t+ P(2)t. (b) P'(2) = P(1).
Solucié:
(a) Si. Una base de F és (12—t —1). (b) Si. Una base de G és (t? + 3,t).

(*) Considereu la xarxa

19

D’entre el conjunt E de distribucions arbitraries de corrents, interessa el subconjunt F' C E dels
que verifiquen la 1a llei de Kirckhoff: en cada nus la suma de corrents entrants ha de ser igual a
la dels sortints.

A la practica no s’empren els corrents assenyalats siné els “corrents de malla”:

)
)

Per a justificar aquest s:
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(a) Raoneu que E és un espai vectorial, de dimensi6 9, i demostreu que F' n’és un subespai, de
dimensio 4.
(b) Determineu una base de F' de manera que (I3, Is, I3, 1) en siguin efectivament les coorde-

nades.

(¢) Deduiu igualment que una de les equacions de Kirckhoff és redundant, és a dir, que si es
verifica en 5 nusos, aleshores ho fa també en el sise.

Solucié:
6.14. (opt.) Sigui R3t] el conjunt de polinomis a una indeterminada i de grau < 3.

(a) Proveu que els polinomis P(t) € R3[t] que verifiquen P(1) = 0, P/(1) = 0 on P’ és el
polinomi derivada de P, formen un subespai vectorial F' de R3[t]. Doneu la seva dimensié
i una base.

(b) Els polinomis (¢ —1)% i #(t — 1)2, s6n linealment independents?

(c) Trobeu dos polinomis que completin la base de F' i formin una base de R3[¢]. Determineu
un subespai suplementari G de F' en R3[t].

Solucié:

(a) dim F = 2. Una base de F és ((t —1)%,(t —1)3).
(b) Si.
(c) G=Ryt] =[1,t] =[1,t —1].

(6C) Subespais definits per generadors.

6.21. Per a cadascun dels conjunts segiients, estudieu la dependeéncia o independeéncia lineal i trobeu
una base dels subespais que generen. Per als dels apartats (a) i (b), trobeu equacions que el
defineixin, si és el cas.

(a) En R* es consideren els segiients conjunts de vectors
(i) {(1,2,2,1),(5,6,6,5),(—1,-3,4,0),(0,4,-3,-1)}

(i) {(1,2,5,-1),(3,6,5,—6),(2,4,0,—2)}

(i) {(1,0,2,1),(2,1,3,4),(3,1,5,5),(1,1,1,3),(4,2,6,8)}
(iv) {(0,0,2,-1),(1,0,3,2),(0,1,1,1),(— ,1,4 —4)}
(V){(1359)(001 1),(3,5,8,7),(3,0,-1,2)}

(vi) {(1,0,3,1),(0,1,5,3),(3,0,—1,2)}
(b) En R? es considera el conjunt de vectors

{(1,1,1), (a,b,c), (a®,b%,¢*)} on a,b,c sén nombres reals distints.

{
{
{

(c) En l’espai vectorial de funcions continues d’una variable a valors reals o complexos es con-
sidera el conjunt de vectors



Subespais vectorials. Sub. definits per equacions. Sub. definits per generadors

(i) {e”t, em(tfl)’ eiﬂ'(t+1)}

(ii) {sint,sin 27t}

Solucié:

(a) Siguin (z,v,2,t) les coordenades en R*. Aleshores:
(i) Linealment dependents.
Una base és ((1,2,2,1),(5,6,6,5),(—1,-3,4,0)).
Una possible equaci6 és {7x —y + z — 7t = 0}.
(ii) Linealment independents, llavors sén una base.
Una possible equacié és {2z —y = 0}.
(iii) Linealment dependents.
Una base és ((1,0,2,1),(2,1,3,4)).
Unes possibles equacions sén {2z —y — 2z =0, = + 2y —t = 0}.
(iv) Linealment dependents.
Una base és ((0,0,2,-1),(1,0,3,2),(0,1,1,1)).
Una possible equaci6 és {7x + 3y — z — 2t = 0}.
(v) Linealment independents, llavors sén una base de R%.
(vi) Linealment independents, llavors s6n una base.

Una possible equacié és {7z + 25y + z — 10t = 0}.

(b) Son linealment independents i una base de R3.

6.22. Trobeu un sistema d’equacions el conjunt de solucions del qual siguin els subespais:

(a) U=][(1,-2,0,3),(1,—1,—-1,4),(1,0,-2,5)], V = [(1,2,0,1)].
(b) F =[1 + 32?%] subespai de R3[z].

@)G:[<é_€>}wmwM@A@@y

(d) U=10,0,1,3),(2,51,0),(1,1,0,0)].
V =1(0,1,3,3),(0,0,1,1),(0,1,0, —3)].
(e) F = [3z +8,3z% + 27|, subespai de Ry[z].
01 01 3 1
me=[(31) (1) (30)]
Solucio:

(a) U={(z,y,2,t) ER*: 20 +y+2=0, bz +y —t=0}.
V={(z,y,z,t) eER*: 22 —y =0, 2=0, x —t = 0}.

(b) F = {CL0+CL1$+CL2$2+CL3$3 ERg[CE] :3ag —ax =0, ap =0, as :O}

@)G:{<Z Z)emeya+d:Qb:Qc:o}
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(d) U={(z,y,2,t) eR*: 2 —y+32—t=0}.
V ={(z,y,2t) € R*: z = 0}.

(e) F = {ao+ a1z + asz? € Ry[z] : 9ag — 24a; + 16as = 0}.

(8) G:{(‘C‘ 2>€M2(R):a—4b+c—l—d:0}.

6.23. (*) Considereu un paral-lelogram (A, B,C,D) en el pla, centrat a l'origen. Demostreu que,
donada una distribucié arbitraria de masses mi,...,ms en punts P, ..., Ps, sempre és possible
ubicar masses adequades m4, mp, mc, mp en els vertexs del paral-lelogram per tal que el
centre de masses del conjunt sigui 'origen. Raoneu que, de fet, només cal emprar dos dels quatre
vertexs en cada cas.

6.24. (**) El repartiment del cost de produccié dels productes P; i P, entre material, ma d’obra,
logistica i d’altres és
vj = (aj,bj,cj,dj), a; + bj + ¢j +d] =1

per a j = 1,2. Es pretén produir-los en proporcions adequades per tal d’equilibrar les despeses
en els tres primers conceptes.

(a) Justifiqueu que aixo és possible si, i només si,
(1, 1, 1) S [(al, bl, Cl), (a2 by 02)] .

(b) Justifiqueu que, aleshores, la proporcié de despesa en “altres” ve donada pel valor de « tal

que

l—-a 1—a 1—«a el ]
3 ) 3 ) 3 , & V1, V2].

(6D) Interseccié i suma de subespais.

6.31. (a) En R* considerem els vectors: (1,2,0,1),(2,3,0,3),(3,2,1,2).
Formeu les equacions del subespai vectorial F' que generen.

(b) Considerem G = {(z,y, z,t) € R*|z—y+2+t = 0}. Determineu una base de G, comprovant
previament que G és un subespai vectorial.

(¢) Doneu les equacions que defineixen els subespais NG i F + G, aix{ com una base de

cadascun d’ells.

(d) Determineu una base de R* adaptada a F i G.
Solucié:

(a) F={(z,y,2,t) e R*:3z —y — 52—t = 0}.

(b) Una base de G és ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)).

() FNG ={(z,y,2,t) eR*: 32—y —52—-t=0, 2 —y+2+t=0}. F+G=R* Una
base de FNG és ((1,2,0,1),(3,4,1,0)).
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6.32. (*) En el sistema de control
& = Az + Bu, AeM,, B e Myxm

el conjunt d’estats z assolibles des de l'origen (mitjancant controls u adients) és el subespai
F C R™ engendrat per les columnes de la matriu de controlabilitat

K=(B:AB: A’B: ... A"'B)
2 -1 1 0 0
(a) Calculeu FCR" pera A= -2 1 -1 |, B=|1 -1
2 1 3 0 1

(b) Suposeu ara que el segon control és fora de servei i només podem utilitzar u;. La nova
matriu de controlabilitat és la formada per les columnes de K obtinguts a partir de la
primera columna de B:

Ki=(by | Aby i --- 1 A" 1)),
Calculeu el subespai F; C R3 d’estats assolibles des de I'origen en aquestes condicions.

(c) Analogament, calculeu el subespai Fy C R? d’estats assolibles des de I'origen només amb el
segon control.

(d) Front l'eventualitat que s’avaril un dels dos controls, determineu quins estats finals queden
garantits mitjangant l'altre (tant si és u; com wug).

6.33. En R*, considerem els subespais F' = Im A (és a dir, F és generat per les columnes de A) i
G =Nuc B (és adir, G = {z: Bx =0}), essent

(1)(1)_? 1 -1 -1 2

A= , B=|3 1 -1 -2
204 7 1 -3 -2
01 -1

(a) Calculeu les dimensions de FNG ide F+G.
(b) Determineu una base de E adaptada als subespais F' i G.

Solucié:

(a) dimF =2; dimG = 2; dim(F N G) = 1; dim(F + G) = 3.

G
F
1 1 0 1
0 1 2 0
(b) 2 2 0 0
0 1 1 0
——

FnG

F+G
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6.34. (*) La descomposicié de Kalman d’un sistema de control

z(t) = Axz(t)+ Bul(t)
y(t) = Cu(t)

es calcula mitjancant una base adaptada a Im K i Nuc L, essent

K = (B, AB, ..., A"'B), L= cA
CAn—l

(a) Obtingueu una base de Kalman per a:

11 1 1/2 1/2
0 -2 0 0 1
o 0o o 1 | o |+ ¢=0 0 0)
0 0 -1 2 0
0
(b) Idem amb B = (1)
1
Solucié:
1/2 3/2 —1/2 7/2 0 20 0
1 -2 4 -8 0 -4 0 0
(a) K = 0 0 o ol TTlo so0 o0
0 0 0 0 0 —16 0 0

Im K NNuc L = (1,0,0,0)

Im K = [(1,0,0,0), (0,1,0,0)]

Nue L = [(1,0,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)]
Im K+ Nuc L =F.

0 3/2 3 9/2
0 00 0

K:
(b) 1 11 1
1 11 1

Im K N Nuc L =Im K = [(1,0,0,0), (0,0,1,1)]
Nuc L = [(1,0,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)]
E =1(0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,0,1,1), (0,0,0,1)]
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(6E) Suma directa.

6.41. En l'espai vectorial R? es consideren els subconjunts:

Vi = {(z,9,2) €eR¥ |z +y+2=0}
Vo = {(o,20,30)| a € R}

(a) Proveu que Vi, V4 sén subespais vectorials, doneu la seva dimensié i una base de cadascun
d’ells.
(b) Proveu que sén linealment independents.

(c) Proveu que R3 = V; @ V5. Doneu la descomposicié d'un vector qualsevol de R? en suma
d’'un de V; iun de V5.

Solucié:

(a) lelVl =21 d1mV2 =1.
Una base de V1 és ((1,—1,0),(1,0,—1)).
Una base de Va2 és ((1,2,3)).

(b) VinVy ={(a, 2a, 3a0); o+ 2+ 3 = 0} = {0}.

(c) Siu=(z,y,2) € R3, la descomposicié u = uy + uz, u1 € Vi, ug € Va, es:

<5x—y—z —r+42y—z —x—y+z>
U = 9

6 ’ 3 ’ 2
v r+yt+z x+y+z r+y+z
2 = 6 ’ 3 y 2 .

6.42. (opt.) En E = Ry[t] considerem els polinomis Pi(t) = (t — a)(t — 3), Pa(t) = (t — a)(t — ),
Ps(t) = (t — B)(t — ), on «, 3,7 sén nombres reals diferents. Essent Fj, Fh, Fj3 els subespais
generats respectivament per cadascun d’aquests polinomis:

(a) Caracteritzeu els subespais Fy, F1NFy, Fy+ Fy, (F1+ F>) N F3 en termes de les arrels dels
polinomis que hi pertanyen.

(b) Deduiu que Fy, Fy, F3 formen suma directa.

(¢) Deduiu igualment que Py, Py, P3 formen una base de E.

6.43. (a) En My(R) considerem els subespais

F = {M:<Z S)EMQ(RHa:d}
G = {M:(‘é S)EMQ(R)H):O,CL:—d}

Estudieu si s6n linealment independents. Determineu F' + G.
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(b) Analogues qiiestions amb
F = {M= ( ‘Z ) € My(R)/a=b=c;d=0}

G - {M:(‘; 2>6M2(R)/c+d:0}

Solucié:

(a) No son linealment independents. F' + G = My(R).
(b) F &G = My(R).

e My (R) F={Ae€E|tr A—tr A' =0}

f) E= MyR) F={AcE|tr ((? (1)>A>:0}

6.44. (opt.) Busqueu un complementari de F' en E essent:
(a) E=R* F=(1,2,0,0),(1,0,0,1)]
(b) E= Rg[t] F=[1+t1-11]
(c) E = My(R) F={AeE|A=—-A"}
(d) B =Rst] F={P(t) € E[P(1) = P'(1); P(0) = 0}
(e) E
(

Solucié: Si notem per GG a un complementari de F' en E, aleshores
(a) G =1(0,0,1,0),(0,0,0,1)]. (d) G =[L#].
(b) G = [t3]. (e) G ={0}, jaque F=E.

oo-[(40)(2 (2] we-[(52)]
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7. Aplicacions lineals. Matrius d’aplicacions lineals. Operacions
amb aplicacions lineals

(7A) Aplicacions lineals.

7.1. Estudieu si sén o no lineals les segiients aplicacions

) f:R%2 — R? definida per f(z,y) = (z +y,2)

) f:R? — R? definida per f(z,y) = (vy,z)

) f:R?2 — R? definida per f(z,y) = (z,z,2 +y)
(d) f:R? — R definida per f(z,y) = x%y>

) f:R%2 — R? definida per f(z,y) = (y,0)

) f

: R3 — R3 definida per f(x,9,2) = (z +a,by,z +y + 2)

f és lineal si i només si a = 0.

7.2. (*) Una barreja de dues substancies evoluciona de forma que la seva composicié, mesurada cada
hora, varia linealment. Si per a una quantitat total de 63, les composicions pera t =0, t =11

t = 2 sén respectivament 42/21, 36/27 i 33/30, assenyaleu quina sera per a ¢t = 3.

. s 33 1 /42 3 (36 1 /36 3 (33 1 /53
Solucié: (30)——5(41)—1—5(27).Pertant,perat-?;.—5(27>+§(30)—§(63

7.3. Qiiestions sobre linealitat:

(a) Suposem una corda cenyida a una columna de diametre 1 m. Si 'allarguem 1 m., quant se
separara de la columna? (se suposa que continua formant una circumferéncia concentrica
amb la secci6 de la columna).

Idem si suposem inicialment la corda cenyida a I’equador de la Terra, i ’allarguem igualment
1 m.

(b) Discutiu la coheréncia de la frase: per a distancies entre 3 i 4 m., es recomana un TV de
327,

Solucié:
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(a) Si el diametre inicial és D, la llargaria de la corda és L = wD. Després d’allargar-la 1 m.,

L+1

1
el diametre serd: D' = = D + —. Per tant, la separaci6 final és aproximadament 16

cm., qualsevol que sigui elwdiémetre irﬁcial ("

(b) Se suposa que es tracta d’optimitzar 1'angle de visié: si denotem per 6 aquest optim, la
grandaria ideal seria P = 2Dtanf. Com que les mides P disponibles al mercat sén ...
26,,32, 37, ..., la recomanacié dona a entendre que per a D = 3 convindria P = 29 (com
que no existeix, s’arrodoneix a 26” per a D < 3,ia 32" pera D > 3)ipera D =4
convindria P = 34’5. Cosa absurda ja que 19/3 # 34’5/4. De fet, 'interval de distancies
recomanables per a 32” ha de ser de 60 cm. aproximadament, i no pas de 1 m.

7.4. Determineu els punts fixos dels endomorfismes segiients:

(a) En E = R2?:
fley) = (z+y, 2z—y)
g9z, y) = (v, 22 —y)
(b) En E = My(R):
f4) = A

(¢c) En E=C>*(R):

7.5. En Ry[t], estudieu si sén lineals les aplicacions definides per:

(a) El grafic de f(P(t)) és simetric del de P(t) respecte a l'eix vertical ¢t = 0.
(b) Idem respecte a la recta vertical t = 1.

(¢) Idem respecte a Dorigen.

(7B) Matrius d’aplicacions lineals.

7.11. Sigui f:R3 — R? una aplicaci6 lineal, la matriu de la qual en les bases

Bl = ((17 17 1)7 (17 17 0)7 (17 07 0)) 1 B2 = ((17 1)7 (17 0)) ;

. (3 5 1\ )
esM—(1 5 0),esdemana.

(a) Trobeu la matriu de f en les bases naturals de R3 i R2.
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(b) Trobeu la matriu de f referida a les bases
By =((1,0,1),(0,1,0),(1,1,0)); Bz =((2,1),(1,2))
(¢) Trobeu la imatge referida a B) del vector de coordenades (1,2,3) relatives a la base Bj.
Solucio:

1 —
(a) La matriu de f en les bases naturals és A = < 6 =3 > .

1 4 -2
-1 8 3
(b) La matriu de f en les bases B} i B és B = 3
2
0 - 1
3
(c) Las coordenades de la imatge del vector (1,2,3)3, sén (16, 5) en base B, i per tant (9, —2)

en base Bj.

7.12. Considereu f € End (R?) que en la base u; = (1,1), uz = (1,0) té matriu (% ?) Calculeu, en

la base natural (ej,ez), la imatge del vector 2e; + es.

7.13. (*) Considerem l'intercanvi poblacional centre/suburbis, suposant per simplificar que el nombre
total d’habitants és constant, igual a 1.000.000. Denotem per x;, xo respectivament el cens en
el centre i en els suburbis, en milers d’habitants.

(a) Si el valor de z; als anys 1995, 2000 i 2005 era 600, 400 i 300 respectivament, calculeu la
previsio per al 2010, suposant que la transformacio lineal que modelitza el canvi quinquennal
de (z1,z2) és la mateixa en tot el periode.

(b) Determineu la matriu d’aquesta aplicacié lineal.

(c) Discutiu en quines condicions el centre s’acabara buidant o al contrari s’assolira un punt
d’equilibri. En aquest cas, calculeu la distribucié poblacional que estabilitza els censos.

Solucié:
(a) 250.

06 01
(b) <0’4 0’9 )
(c) 200.

7.14. (*) Es pretén transformar lletres de caligrafia vertical en lletres inclinades mitjangant una ade-
quada transformacié en el pla.

(a) Justifiqueu que existeix un endomorfisme de R? que transforma la lletra N de trag continu
en la figura, en la de trac discontinu.
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(b) Determineu la seva matriu en la base natural de R2.

(c) Calculeu la transformada de la lletra A de la figura

7.15. (*) Els moviments en el pla (translaci6 i rotacié) no sén aplicacions lineals. Tanmateix, en
els programes d’animacié per ordinador interessa poder tractar-los també matricialment. A tal
efecte, s’'identifica R? amb el pla IT = {(x,,2) : z =1} C R® mitjancant

(#,y) « (z,9,1).

Considerem, en R?:

(1) un endomorfisme de matriu, en la base natural, < CCL Z ) .

(2) la translacié (z,y) — (z+h, y+ k).
(3) una rotacié d’angle « al voltant del punt (p,q).

(a) Verifiqueu que (2) i (3) no sén endomorfismes de R2.

(b) Demostreu que tots tres sén restriccions a II de sengles endomorfismes de R3, i calcular-ne
la seva matriu en la base natural.

7.16. Calculeu el determinant dels endomorfismes de Ma(RR) definits per:
(a) f(4)=A".

(b) f(A):MA,onM:<‘C‘ Z)
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Solucié:

(a) det f = —1, ja que la matriu de Paplicacié f en la base natural de M(R) és la matriu
identitat amb les columnes segona i tercera permutades.

(b) det f = (ad — be)? = (det M)?2.
(7C) Canvis de bases.

7.21. Essent E =R3? i F = R?, considerem I’aplicaci6 lineal f : E —— F definida per:

f(z1, z2, z3) = (1 + 22 + 3, 221 — x3)

1 les bases:
U:(Ul,’u,g, U3) U (17070)7 ’11,2_( 5 70)7 us = 0,0,1
U = (uy, U, ug) : ur = (0,1,1), wp = (1,0,1), g = (1,1,
V = (v1, v2) : v1 =(1,0), v =(0,1)
V = (51, 52) V] = (1, 1), Vg = (1,—1)

(a) Calculeu, aplicant directament la definicid, la matriu de f per a les quatre combinacions
possibles de parelles de bases anteriors: Ayy = Mat yy(f), i analogament Ay, Agy
Agy -

(b) Obtingueu les matrius de canvi de base S : Mat yU, T :Mat V.

(c) Recalculeu A, Apy i Agy a partir de Ayy, S i T, confirmant que els resultats
coincideixen amb els obtinguts a (1).

Solucié:
11 1 1 310
(2) AUV_(Q 0 —1>’ AUV_Q(—l 1 2)
2 2 2 1/1 3 4
AUV_(—112)’ Ay §<310)'
01 1
Mb) S=|10 1 |, T:(i_i)
110
(C) AUV = T_lAUv, AUV = Ayv S, AW =T7tAS

7.22. Considerem la derivacié D : Ra[t] — Ry [t]

(a) Calculeu la seva matriu A en les bases ordinaries (1,t,¢%) i (1,t).
(b) Calculeu, aplicant directament la definicié, la seva matriu A en les bases

(t—1)2, (t—2)% t—=3)2)i (-1, t+1).
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(c) Obtingueu les matrius de canvi de base S i T', de les bases de (b) respecte a les ordinaries
de (a).
(d) Verifiqueu que: A =T"1AS.

Solucié:

(c) S=[ -2 -4 -6 |, T:<_ii>.

(d) TZ:(_; _;l _g > = AS.

7.23. (*) En una pantalla d’ordinador el color es codifica amb tres nombres (R, G, B) corresponents a

I’energia que reben respectivament els punts fosforescents rojos, verds i blaus. Tanmateix, el color
real que apareix depén dels materials emprats, de manera que cada fabricant ha de reconvertir-los
al standard CIE, codificat per X, Y, Z. Es usual, per exemple

X R 0.61 0.29 0.150
Y | =5 G |, Si=| 035 0.59 0.063
VA B 0.04 0.12 0.787

En canvi, per a la TV comercial el color es descriu per un vector (Y,I,Q) relacionat amb el
(R, G, B) mitjangant

Y R 0.299 0587 0.114
I | =5 G|, So=1 059 —0.275 —-0.321
Q B 0.212 —-0.528  0.311

Suposeu que una transformacié de color (un filtre, ...) ve donada en aquesta darrera referéncia

per
Y| Yo
I =A Iy
Q1 Qo

(a) Expresseu aquesta mateixa transformacié en la referencia (R, G, B).

(b) Idem. en codi CIE per obtenir el mateix efecte visual.

Nota: Indiqueu els resultats en termes de S7, Sy i A.
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Solucié:
Yo Y;
1

1 I U

Qo Q1
SQT ]5'2

Ry Ry

Go Gq

By B
S1 l lsl

Xo X

Yo Y1

Zy Z1

(a) (S2)"1AS,.
(b) 51(52)711452(51)71.
7.24. (*) (Forma canonica de control.) Un sistema discret de control
z(k+1) = Az (k) + bu(k), A e M,(R)

resulta “controlable” si rang (b, Ab, A%b, ..., A" 'b) = n. Anem a calcular la seva “forma
canonica de control” per a n = 3.

(a) Considerem primer el cas particular
0 0
A=[o01 -1 |, b=
1 0 -1

(i) Verifiqueu que és controlable.
(ii) Verifiqueu que fent el canvi de base S = (b Ab  A%b) resulta

1 10 0
A=8"148 = 201 ], b=S"b=1| 0
-2 0 0 1
1 0 0
(iii) Verifiqueu que fent el canvi addicional 8= —1 1 0 | resulta
2 -1 1
010 0
Ac = (8)TAS = 001, bec=1")"o=1]0
-2 21 1

(b) En general, si el sistema és controlable:
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aj 0
(i) Verifiqueu que fent el canvi S = (b Ab A?b) resulta A =S"1AS= | ay 1 0 |,
as 01
0
b=S"v=| 0 per a uns certs parametres a;, as, as.
1
1 0 0
(ii) Verifiqueu que fent el canvi addicional S = [ —ay 1 0 | resulta
—a2 —aq 1
0 1 0 0
Ac=(SYTAs=[ o 0o 1 |, be=0S)"=1| 0
az ag aj 1

7.25. Considerem la transformacié en Ry[t] que a cada polinomi P(t) € Ry[t] fa correspondre el seu
simetric respecte al punt (1,0).

1
2

(1) Demostreu que és lineal.

(2) Calculeu la seva matriu en la base que considereu més adequada.
(3) Deduiu la seva matriu en la base natural.

(4) Deduiu l'expressi6 del polinomi transformat del P(t) = at? + bt + c.

7.26. Sigui V; C R* el subespai engendrat per By = {(1,0,1,0),(1,1,1,0)} i V5 C R3 I’engendrat per
By ={(1,1,1),(2,1,0)}.

Siguin (x1,x2) les coordenades d’un vector de V; expressat en la base Bj i definim f: V) — V,
de la forma
f((z1,22)) = (1 — 22,21 + X2)

essent (x1 — x9,x1 + x2) un vector de V5 expressat en la base By de V;
(a) Doneu la matriu de f en aquestes bases.
(b) Es f bijectiva?
(¢) Siguin B, = ((0,1,0,0),(2,1,2,0)) i B, = ((~1,0,1),(0,1,2)).
Proveu que s6n dues noves bases per a Vj i V5 respectivament i doneu la matriu de f en

aquestes noves bases.

Solucio:

. . , 1 -1
(a) La matriu de f en les bases By i By és A = < 11 ) .
(b) f és bijectiva, ja que det A # 0.

2 —4
¢) La matriu de f en les bases B} i B, és B = .
1 2 9 9
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(7D) Operacions amb aplicacions lineals.
7.31. Sigui f I'endomorfisme de R? definit per

flx,y,2) = Bz, 2 —y,2x +y + 2)

(a) Trobeu la seva matriu en la base natural.
(b) Idem en la base formada per u = (1,0,1), v=(-1,2,1), w=(2,1,1).

(c) Es f bijectiva? En cas afirmatiu trobeu f~! i doneu les matrius de f~! en les bases
definides en (a) i (b).

(d) Proveu que (f% —I)(f —3I)=0.

Solucié:
0 0
(a) La matriu en la base natural és A= 1 -1 0
11
1 9 17 21
(b) La matriu en la base (u,v,w) és B=—-| 1 1 1
2 —-14 2

(c) Si, ja que rang A = 3. (O també: Si, ja que det A # 0.) L’aplicacié inversa és f~!(z,y,2) =

1/3 0 0
La matriu de la inversa en la base natural és A== | 1/3 —1 0
-1 11
1 -4 82 1
La matriu de la inversa en la base (u,v,w) és B~! = — 0 6 —3
12 4 —40 2

(d) Es una comprovacié. Basta ver que (A% — Id)(A — 3Id) = 0. (També es pot comprovar
veient que el polinomi caracterfstic de l'aplicacié f és Qf(t) = (t* — 1)(t — 3), perd aixd
correspon a un tema posterior.)

7.32. Sigui R,,[z] 'espai vectorial dels polinomis de grau menor o igual que n. Es defineixen les
aplicacions segiients

D(P(x)) = P'(x)
f(P(x)) = P(z) — P'(z)

(a) Demostreu que D i f sén endomorfismes de R, [z].

(b) Demostreu que existeix f~! i que es pot posar en funcié de I'aplicacié D.

Solucié:

(a) Trivial.
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(b) Volem calcular la inversa de laplicaci6 f = Id — D, on D denota la derivada.
Sabem que D"*! = 0 en els polinomis de grau < n. Per tant, usant la identitat (Id —
D)o(Id+ D+ D?>+---+D") =Id — D"! se obté que 'aplicacié f és invertible, essent
la seva inversa f~!=Id+ D+ D? 4 --- 4+ D".

7.33. Sigui R[z] lespai vectorial dels polinomis a una variable i a coeficients reals, definim D, M :
R[z] — R]z] mitjangant:

1) D(P(x)) = P'(x) ( P’ polinomi derivat )
2) M(P(x)) = 2P()

(a) Proveu que D, M sén lineals.
(b) Proveu que DM — MD =1.
(c) Existeix n € N tal que D™ = 07 Compareu el resultat amb el cas d’ésser D|R,,[z].
(Quan un endomorfisme f compleix que f™ =0, es diu que és nilpotent).
Solucié:

(a) Es una demostracio.
(b) DoM —MoD=1d,jaque DoM :p(x)— p(x)+azp'(x), MoD:p(x)— xp(z).

(c) No, encara que la restriccié de D al espai R, [z] si és nilpotent.

7.34. Sigui E un espai vectorial de dimensié finita. Proveu que no existeixen f, g endomorfismes de
FE tals que fg—gf=1.

Soluci6é: Es un problema teoric.

7.35. Sigui E un espai vectorial de dimensié finita i f un endomorfisme de F tal que fg = gf per a
tot g € End(E). Proveu que f=1.

Soluci6é: Es un problema teoric.

(7E-F) Nucli i imatge d’una aplicacié lineal.
7.41. Sigui f:R3 — R3 TI’aplicacié que ve definida per
f(IE,y,Z) = (IE—y+Z,y+Z,IE—y+Z)
(a) Proveu que f és lineal.
(b) Determineu bases de Nuc f iIm f.
(c) Es f injectiva? I bijectiva? Pot ser exhaustiva?
Solucio:

(a) Es una demostracio.
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(b) Una base del nucli és ((2,1,—-1)).
Una base de la imatge és ((1,0,1),(0,1,0)).

(¢) No. No. No.

7.42. (a) Es defineix una aplicacié f : R® — R* de la manera:

f,1,1) = (2,1,-1,0)
f(1,0,3) = (5,2,2,1)
f(2,1,0) = (5,-2,3,2)

i s’estén per linealitat.
(i) Trobeu la matriu de f en les bases naturals de R3 i de R%.
(ii) Determineu una base de Im f i una de Nuc f.
(b) Mateixes qiiestions per l'aplicaci6 lineal g : R? — R® definida per
g9(1,1,1) = (3,2,1,4,0)

9(0,1,0) = (0,3,1,0,0)
9(2,3,0) = (0,1,3,0,1)

Solucio:
2 11
. . , -1 1
(a) (i) La matriu de f en les bases naturals és 5 _1 0
1 00

(ii) L’aplicacié és injectiva, ja que Nuc f = {0}.
Una base de la imatge és ((2,1,—1,0),(5,2,2,1),(5,-2,3,2)).

0 0 3

-4 3 3

(b) (i) La matriu de f en les bases naturals és 01 0
0 0 4

1 0 1

2 2

(ii) L’aplicacié és injectiva, ja que Nuc f = {0}.
Una base de la imatge és ((3,2,1,4,0),(0,3,1,0,0),(0,1,3,0,1)).

7.43. Sigui f I’endomorfisme de R? donat per
f@,y,2) = ((p—2)x + 2y — 2,22 + py + 22,2px + 2(p — )y + (p+ 1)2)

(a) Calculeu els valors de p per a que dim Nuc f # 0.
(b) Trobeu una base de Nuc f per a cada cas.

(c) Trobeu una base de Im f en el cas que f(4,0,—4) =0.
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Solucio:
(a) Nucf#0<rangf <3< detf=0<p=1.
(b) Si p=1, una base del nucli és ((1,0,—1)).
(c) Quan f(4,0,—4) = (0,0,0), necessariament p = 1.
Si p =1, una base de la imatge és ((—1,2,2),(2,1,0)).

7.44. Definiu una aplicacié lineal f : R* — R? que tingui per nucli el subespai vectorial F =

{(z,y,2,t) €ER*|x -3y +t =0,y —t = 0}. Doneu la matriu de f en les bases naturals de R* i
de R?. Es f exhaustiva?

Solucié: Una possibilitat és I'aplicacié f : R* — R? definida per
f(xvyazvt) = (II,' - 3y+t7y_t)

1 — 1
La matriu d’aquesta aplicacié en les bases naturals és M (f) = ( 0 i) 8 _1 > .

L’aplicacié f és exhaustiva, ja que rang f = 2.

7.45. Sigui la matriu A =

o o O

2 1

0 3 associada a una aplicacié lineal f definida sobre R3 respecte
0 0

la base natural.

(a) Trobeu els subespais Im f i Nuc f.

(b) Trobeu una base de R3 per a la qual la matriu de f en aquesta base sigui
010
B=| 001
0 00

Solucié:
(a) Nucf = [(1,0,0)] e Im f = [(2,0,0),(1,3,0)].
1
(b) Una possible base és la formada pels vectors uw; = (1,0,0), ugs = <0,§,0> i
11
=(0,——,= ).
us3 ( ) 1276>

7.46. Sigui f:R3 — R* T’aplicacié que té per matriu en les bases canoniques de R3 i R*

1 1 1
-1 1 -3
2 0 4
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Trobeu u = (u1,us,us3), una base de R, i v = (v1, v, v3,v4), una base de R*, tal que la matriu
de f en aquestes bases sigui

Muv(f) =

o O O =
S O = O
o O O O

Solucié: Una possible base u és la formada pels vectors u; = (1,0,0), uz = (0,1,0) i ug =
(=2,1,1) € Nuc f; mentre que una possible base v és la formada pels vectors v; = f(u1) =
(1,-1,2,0), vy = f(uz) = (1,1,0,—1), vz = (0,0,1,0) i vs = (0,0,0,1).

7.47. Donada A € M>(R) definim l'aplicacié
fa: My(R) — M(R) de la forma f4(B) = AB — BA.

(a) Proveu que VA € M>(R), fa és lineal.
(b) Doneu la matriu de f4 en la base natural de My(R).

(¢) Doneu els valors maxim 1 minim que pot prendre dimNuc fq al
variar A.

(d) Doneu exemples de matrius A per a les quals dim Nuc f4 assoleix aquests valors extrems i
determineu els Nuc f4 corresponents.

Solucié:
(a) Per provar que aplicacié fa : Ma(R) — M3(R) es lineal només cal veure que

fa(B1B1+ B2Ba) = A(B1B1+ BeB2) — (B1B1 + 2B2) A
= ﬁl(ABl — BlA) + /BQ(ABQ — BQA)
Bifa(Bi1) + B2fa(Ba).

0 —c b 0
b a—d 0 b
c 0 d—a —c
0 ¢ —b 0
(c) El valor maxim (respectivament, minim) que pot tenir dim Nuc f4 al variar la matriu A és
4 (respectivament, 2). (Nota: [Id, A] C Nuc f4.)

(b) Si A= <CCL 2),lamatriude fa és M(fa) =

. 01 10 01
(d) SlA—(l O),aleshoresNucfA—[Id,A]—[(O 1),<1 0)]
SiA=1d= < (1) (1) ), aleshores Nuc fa4 = Ma(R).

7.48. Sigui R[z| lespai vectorial dels polinomis a una variable a coeficients reals. Es consideren les
aplicacions f i g de R|x] definides per:
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Proveu que f, g sén lineals.
Determineu Nuc f iIm f.
Determineu Nuc ¢g i Im g.

)
)
)
(d) Estudieu la injectivitat i 'exhaustivitat de f i g.
) Calculeu fogigof.

)

Compareu els resultats de (d) i (e) amb el cas d’'un endomorfisme d’un espai vectorial de
dimensi6 finita.

Solucié:

(a) Es una demostracio.

(b) Nuc f =[1] # {0} e Im f = RJz].

(c) Nucg = {0} e Img = [z,22,23,...] = {p(z) € R[z] : p(0) = 0} # R[z].

(d) f és exhaustiva, pero no injectiva. g és injectiva, perd no exhaustiva.

(e) fog=Id#gof,jaque fog:p(x)—p(x)igof:p(x)r— px)—p0).

(f) Lamoraleja d’aquest problema és la segiient: “Els espais de dimensid finita son més simples

que els espais de dimensio infinita”. Por exemple, si E' és un espai de dimensi6 finita i tenim
dos endomorfismes f,g: F — E sabem que:

e
f

(i) f és injectiva si i només si f és exhaustiva.
(ii) fog=Ildegof=Ildeg=fte f=g"

Aquestes propietats sén falses quan dim E = oo.

7.49. Siguin F un k-espai vectorial i f € End(E). Proveu:

(a) Vn>1,Im f**' C Im f*iNuc f* C Nuc f*i.

(b) Suposem que dimFE és finita. Aleshores, si dm tal que Im f™ =
= Im ™!, també es verifica Nuc f™ = Nuc f™+1. Es cert el reciproc? I si dimE
no és finita?

Indicacié: E = R[z], f la derivacié i m = 0.

Soluci6é: Es un problema teoric.

(7G) Imatge i antiimatge de subespais.

7.51. Sigui f: R3[t] — M>(R) 'aplicacié lineal definida per

2 3 a—b—c+d 20 —b—c—3d
f(a+bt+0t+dt)_<3a—2b—20—2d a—4d

(a) Calculeu la matriu A de f en les bases naturals.

(b) Calculeu la dimensié i trobeu una base de Nuc f ideIm f.
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(c) Considerem el subespai G C Rg[t] definit per G = {a +b+d = c = 0}.

(i) Expresseu G en la forma G = Im C, on C és [la matriu, en la base natural, de] un
endomorfisme de Rslt].

(ii) Justifiqueu que el subespai f(G) € M2(R) pot representar-se per f(G) =Im (C A).
(iii) Calculeu la dimensié de f(G) i trobeu-ne una base.

(d) Considerem el subespai H C M>(IR) format per les matrius simetriques

(i) Expresseu H en la forma H = Nuc B, on B és [la matriu, en la base natural, de] un
endomorfisme de M (R).

(ii) Justifiqueu que el subespai f~1(H) C R3[t] pot representar-se per f~1(H) = Nuc (A B).

(iii) Calculeu la dimensié de f~1(H) i trobeu-ne una base.
7.52. Siguin f: E — F, g: F — G aplicacions lineals. Proveu que Nuc (¢f) = f~!(Nuc g).
Solucié: Es un problema teoric.
7.53. Siguin E, F; i GG, 1 = 1,2, espais vectorials de dimensié finita i f;, g;, aplicacions lineals
EJLLE S a, =12

tals que g1 f1 = ga2f2, rang fi = rang g1 = dim F;. Proveu que dim F} < dim F5.
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Miscel lania temes 1 a 7

M.1. Sigui E = F(R,R) l'espai vectorial (amb les operacions habituals) de les funcions reals de
variable real. Es diu que f € E és una funcié parella si f(—z) = f(z) Vo € R, i es diu que
g € E és una funci6 senar si g(—z) = —g(x) Vz € R.
(a) Demostreu que el conjunt P de les funcions parelles és un subespai vectorial de E.
(b) Demostreu que el conjunt I de les funcions senars és un subespai vectorial de E.

(¢) Demostreu que E = P + I. Es directa la suma?

Solucié:

(a) Es una demostracio.
(b) Es una demostracio.
(c) La suma és directa, ja que donada una funcié h(z) € F(R,R) existeixen unes uniques

funcions f(z) € P i g(z) € I tales que h(z) = f(z) + g(z):

floy = MEERED) g -

M.2. Essent E = C>®(R) i F C E el subespai generat per les funcions 1, sin 2t, cos 2t,

(a) Demostreu que aquestes funcions formen una base B de F'.

(b) Demostreu que les funcions sint, cos?t, sintcost, també formen una base B de F.

(c) Calculeu les matrius de canvi de base.
)

(d) Determineu les coordenades, en ambdues bases, de la funcié (sint + 3cost)?.

Solucié:

(a) Només cal veure que sén linealment independents. Suposem A + psinwt + ncos2t = 0.
Aleshores:
perat=0: A+7n=0
perat=m/2: A—n=0.

(b) Només cal veure que generen B:

1 = sin®t+ cos’t
cos2t = cos’t—sin’t
sin2t = 2sintcost.

1 0
(c) S'=matzgB=| 1 -1 0



68 Algebra Lineal (GEM/GETI/GEQ)

(d) (sint +3cost)? =sin?t + 6sintcost + 9cos? t

1 1
matE(Sint—l—3cost)2 = < 9 ) ; mat p(sint + 3cost)? = S( 9 ) :
6 6

M.3. (*) En E = C*(R), considerem el subespai F' C E definit per:
F =11, sint, cost, sin2t, cos 2t]
(a) Demostreu que els generadors donats sén linealment independents i per tant formen una

base de F'.

(b) Verifiqueu que les funcions sin®¢, cos?t, sint cost pertanyen a F, i calculeu les seves
coordenades en la base donada.

(c) Verifiqueu que aplicacié derivacié és un endomorfisme de F', i calculeu la seva matriu en
la base donada.

(d) Empreu-la per calcular D*(sint + 2cost)?.
M.4. Sigui f: Ms(R) — M3(R) definida per:
0 a—-b ¢

a b R
f(< >): b—a 0 d—c
c d _ iy 0

& &

(a) Proveu que f és lineal.

(b)

(¢) Doneu la matriu de f en les bases naturals de My(R) i M3(R).
)

(d) Trobeu un complementari del Nuc f en M3(R) i un complementari de la Im f en M3(R).

Doneu una base del Nuc f i una altra de la Im f.

Solucié:

(a) Es una demostracio.

0 1 00 1 0 00
Una base de Im f és (1 0 , 00 -1 1],1]0 01
00 -1 1 0 0 -1 0
0 0 0
1 -1 0 0
0o o0 1 0
-1 1 0 0
(¢c) M(f)= 0O 0 0 0
0 0 -1 1
0 0 -1 0
0o o0 1 -1
0 O 0



Miscel- lania temes 1 a 7 69

01 0 0 0 0
1 i del li Ms(R) ¢é .
(d) Un complementari del nucli en Ms(R) és [( 00 ) ,( 1 0 > , ( 01 >]

Un Complementari de la imatge en Mg(R) és [Mll,M12,M22,M31,M32,M33], on Mij de-
nota a la matriu de M3(R) els elements de la qual sén tots nuls, excepte el situat en la fila
i ila columna j, que és igual a un.

M.5. Sigui f l'aplicacié entre els espais R3 i M(R) definida per:

Tr1 — Ty T2 — XT3
fann) ~ )

r3 — Ty IT1 — T3

b

(a) Es f lineal ?

(b)

(¢) Bs f injectiva ? Es f exhaustiva ?
)

Obteniu la dimensié i una base de Nuc f ide Im f.

(d) Doneu la matriu de f en les bases (u;) de R3

uy = 3e;+ ey
U = €2 —e€3
u3 = ez +e3

essent (e;) la base natural de R?,i (v;) de My(R)

vy = My + Mg+ Moo
ve = My
vy = Mn
vy = Moy

essent M;; la matriu el terme de la qual que ocupa el lloc ij és 1 i zero la resta.

Solucié:

(a) Si.
(b) Una base de Nuc f és ((1,1,1)), llavors dim Nuc f = 1.

Una base de Im f és <((1) (1)>,( :i é)),pertan‘c rang f = dimIm f = 2.

(c¢) L’aplicacié no és injectiva, ja que Nuc f # {0}.
L’aplicacié no és exhaustiva, ja que 2 = rang f < dim M»(R) = 4.
2 -1 -1
—1 3 1
-1 -2 0
1 2 0

(d) La matriu de f en les bases u i v és My ,(f) =
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M.6. Siguin f,g € End(E), on E = M>(R) definides per

(0= i) o)) - (52t )

(a) Proveu que f, g sén lineals.

(b) Determineu Nuc f i Nuc g, provant que ambdds sén de dimensi6é dos. Doneu una base de
cadascun dels nuclis.

(c) Calculeu fogigof.
(d) Proveu que Im f = Nuc g.

(e) Determineu les matrius de f en les segiients bases

. 10 (01 (00 (00
= \oo) 2 \oo)” 2% \L10) * (o1

i

P 10 (01 (01 (00
= Ao1) 2 \oo) 2 \10) ™o

(a) Es una demostracio.

weer=|(g 5 ) (0 0)feo=[(0 1) (3]
@ ton: (5 g )= (ool ™07 ) ioer (0 0) (0 0):

(d) Es una demostracio.

Solucié:

(e) Les matrius de f en les bases e = (e1,e2,€3,€4) 1 u= (u1,us,us, uq) sén

1 00 -1 0 00 -1

011 0 000 O
M - M =

1 00 -1 000 O

M.7. (*) Considerem un sistema de control

t=Ax+Bu, AeM,, BecM,wn
y=Cxzx, C e Mpxn
(a) Demostreu que sén A-invariants els subespais
K = Im (B, AB,..., A"1b)
C
A
L = Nuc ¢

C An
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(b) Justifiqueu que si fem el canvi de base T = S~1z, les matrius resultants sén:
A=5"1As, B=sSs1'B, (C=05.

(¢) En la descomposicié de Kalman es consideren bases adaptades a K N L, K i L. Per al

sistema:
1 1 0 0 1
1
P L T R )
00 0 -1 1
(i) Verifiqueu que:
dmK =3, dmL=2, dim(KNnL)=1,, dim(K+L)=A4.

(ii) Determineu una base (v, va, v3, v4) de R* tal que

v1 ésbasede KNL
V1, U2, U3 €s base de K
v1, V4 €8s base de L

(iii) Calculeu les matrius A, B, C que resulten d’efectuar aquest canvi.

(iv) Determineu mes matrius, en les bases anteriors, de les restriccions de A a K i a L.

Solucié:
(a)
(b)
1 1 1 1 010 1
0 0 0 01 0 -1
@ K=149 1 9 5| =010 1
1 -1 1 -1 01 0 -1
vy =(1,0,0,1), w2 =(2,0,1,0), w3=(0,0,-2,0), wy=(0,1,0,0)
-1 0 O 0 1
— 110 1/2 — 0 _
01 1 1/4 |’ 0|’ ¢=@1 001
0 00 1 0
-1 0 O
— — -1 2
01 1

M.8. En FE = Ry]t], considerem 'aplicacié f: E — FE que a cada polinomi P(t) € E li fa correspon-
dre el f(P(t)) = P(t) definit per:
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(a) Justifiqueu que f esta ben definida.

(b) Verifiqueu que: T=¢, t=1t2.

(c) Discutiu si les condicions de la definicié impliquen P(4) = 4P(4).

(d) Demostreu que f és lineal.

(e) Calculeu els polinomis imatges dels Pia(t) = (t — 1)(t — 2), Pas(t) = (t — 2)(t — 3),

Py (t) = (t—3)(t—1).
(f) Demostreu que aquests polinomis formen una base de E.
(g) Calculeu la matriu de f en aquesta base.

(h) Empreu-la per obtenir una expressié explicita de f(a + bt + ct?) en termes dels coeficients
a, b, c.

M.9. Sigui f € End(E) tal que f2=1. Llavors si F={r€ E|f(z)=2} i G={x € E| f(z) = —x},
proveu que £ = F ® G.

Solucié: Es un problema teoric.
M.10. Sigui E un K -espai vectorial, direm que p € End (E) és un projector si i només si p* = p.

(a) Demostreu que p és un projector si i només si I — p és un projector.
(b) Demostreu que si p és un projector llavors Im p® Nuc p = E. Es cert el reciproc ?.

(c) Siguin pi, pe projectors, demostreu que p; + py és un projector si i només si p; o po =
p2opr =0.

Solucié: Es un problema teoric.
M.11. Sigui f € End(R?) qualsevol.

(a) Demostreu que larea del triangle de costats f(e1) i f(ez2) és |det f].
(b) Deduiu que per a tot poligon P del pla és:

area (f(P)) = |det f| area (P).
Nota: el resultat es generalitza a dimensions superior. Aixi, per a n = 3, és:

volum (f(P)) = |det f| volum (P).
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8. Diagonalitzacié
(8A) Subespais invariants.

8.1. (a) Sigui F el subespai de R* definit per
F={(z,y,2,t) eRY |z +2=0, y+ 22+t =0}.

Proveu que F' és invariant per 'endomorfisme f de R*, la matriu del qual en base canonica
3 —-10 —-18 -9
és A = 3 T 0 .Determineu una base de F', i calculeu la matriu (en
0 14 29 13 ’
-3 —-20 —-42 -17
aquesta base) de la restriccié Jip- Amplieu-la a una base de R*, i calculeu la matriu de f
en aquesta base adaptada.

(b) Mateixa qiiestid, essent

F={(z,y,z,t) eRY x4+ 2 -2t =0, 2 +y—2t =0}

1 1 1 0
DA -1 1/2 -1/2 2
1 1/2 3/2 =2
0 1/2 1/2 1
Solucié:

(a) Donat un vector arbitrari (z,y, z,t) € F, notem (z',y/,2',t") = f(z,y,2,t).
Aleshores (2/,y,2/,t') € F, ja que
+72 = (3z— 10y — 182 — 9¢) + (14y + 292 + 13t)
= 3-(z+2)+4-(y+2z+1t) =0,
y +22 4+t = (3x+Ty+ 1424 6t) +2- (14y + 292 + 13t) +
(—=3x — 20y — 42z — 17t)
= 15-(y+2z41)=0.

(b) Una base de F' és (uj,u2), on ug = (1,—1,—1,0) i ug = (2,0,0,1). Per provar que F' és
invariant només cal veure que

Fu) = (~-1,-1-1,-1) € F,  f(up) = (2,0,0,1) € F,

5 4 =2
8.2. Considerem I'endomorfisme de R® amb matriu (en la base natural) A = 4 5 2
-2 2 8

(a) Verifiqueu que Nuc A i Im A sén subespais A-invariants.

(b) Determineu les restriccions a Nuc A i Im A.
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(c) Verifiqueu que Nuc A @ Im A = R3, i calculeu la seva nova matriu en una base adaptada a
aquests subespais.

Solucié:
(a) Nuc A =[n1], v1 =(2,-2,1); Im A = [wy, wo], w1 =(1,1,0), we =(0,1,2); Av; = 0;
Aw1 = 9w1; A’wg = 9w2.

(b) La matriu de la restriccié a Nuc A en la base (v1) és: (0)

La matriu de la restriccié a Im A en la base (wi, wy) és: < 3 8 ) .

2 1 0 00 O
(c)S=| -2 11 ]|=54S=[0]9 0
1 0 2 00 9
8.3. (*) Si A és la matriu d’un sistema (d’equacions, dinamic,...) i Fj, Fy sén subespais A-invariants

amb I} ® Fy, = R"™, aleshores un canvi de base S adaptat a F; i F descompon el sistema en dos
subsistemes desacoblats, la qual cosa simplifica el seu estudi o resolucié. Vegem-ne un exemple:

3 4 2 3
1 -1
(1) Considerem la matriu A = g 1 9 8 i els subespais de R*:
-3 -2 -1 0

F1 = [Ul, ’Ug]; v = (—2, 1,1, ), Vo = (1, —2, 1,1)
F2 - [wla ’lUQ], w1 = (15 1)_2) 1)) Wo = (15 1) 15 _2)

(i) Verifiqueu que Fy i F» sén A.invariants, i que Fy @ F = R*,

(ii) Sigui S la matriu de canvi a la base (v1, va, w, wg). Verifiqueu que resulta

— Al o
A=5"148 =
5145 <+0 A2>
0 0 30
Al_(:s 0>’ AQ_(?, 3)

(2) Considerem el sistema d’equacions Az = 0, essent A la matriu anterior.

(i) Verifiqueu que en fer el canvi de base S anterior, obtenim els segiients dos subsistemes
desacoblats:

(ii) Deduiu que la solucié del sistema és x = S

(3) Considerem el sistema d’EDO lineals #(t) = Az(t), essent A la matriu anterior.



Diagonalitzacid 75

(i) Verifiqueu que en fer el canvi de base S anterior, obtenim els segiients dos subsistemes

desacoblats:
T1(t) =0 } T3(t) = 3T3(t) }
Tg(t) =371 (t) T4(t) = 3fg(t) + 3?4(75)
C1
. . . . 1 3cit + co
(ii) Deduiu que la solucié del sistema inicial és: x = S 3t , ¢ eR.
(651
a3 + 3egtedt
Solucié:
(1) (1) A(v1) = 3vs.
A(Ug) =0.
A(Ug) = 3v3 + 3vy4.
A(U4) = 3?)4.
rang (vy, vy, wy, wy) = 4.
01 1 1
1 1 01 1
-1 _ =
@ S7 =31 11 01
1 1 1 0

Ar =0« S71ASS e =0« Az =0.
z=(0,200)), zeR.
t=Ar e Sli=85"1485"1r &7 =AT%.

2 @

il

)

(i)

®3) @
(i)

ii Tl =C fl =0
To = 3cit + co ig = 3c1 = 37,
T3 = Cgegt ig = 363€3t = 373
T4 = cge3t + 3estedt T4 = 3cge’t + 9cstedt + 3esedt = 3T, + 375

8.4. (**) Si A és la matriu d’un sistema (dinamic, de control,...) i F un subespai A-invariant, es
pot considerar el subsistema “restriccié” a F', la matriu del qual es pot obtenir-se aplicant a A
un canvi de base S adaptat a F'. Vegem-ne un exemple.

(1) Considerem el sistema de control

N

Z(t) = AZ(t) + Bu(t), A= B=

S O =
S = =
S O =
o~ O

-2

i el subespai A-invariant F = [c1, c3]. Demostreu que si (0) € F, aleshores:

(i) També Z(t) € F, per a tot temps ¢ € R i tot control u(t).
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(ii) Més explicitament, és ZT(t) = (z.(t), 0), essent x.(t) determinat pel sussistema “re-
striccié”:

bo(t) = Ao zo(t) + Beu(t), Acz(éw, Ec:(é(l)).

(2) Considerem el sistema de control

1

[

0 0 01
&(t) = Ax(t) + Bu(t), A= 2 -1 0 |, B=1|0 1
1 0 1 10

(i) Verifiquem que el subespai F' = [v1, v2], v; = (0,0,1), vy =(1,1,0), és A-invariant.

011
(ii) Verifiquem que resulta l'anterior si fem el canvi de base S=| 0 1 0
1 00

(iii) Deduim que si z(0) € F', també z(t) € F' per a tot temps t i tot control u(t), i que el

seu valor ve donat per z(t) =S ( xcét) ) .

(3) (opt.) Més en general, anem a veure que la restriccié d’un sistema al seu subespai de
controlabilitat és controlable. A tal efecte, considerem un sistema de control

&(t) = Az(t) + Bu(t).
(i) Demostreu que el subespai de controlabilitat
K =Im K(A, B), K(A,B)= (B, AB, ..., A" 'B)

és A-invariant.

(ii) Verifiquem que si S és un canvi de base adaptat a K, resulta

_ A | % — B,
A=S"148 = < B = S
stas=(59r) . 7= (5

(iii) Se’n diu “restriccié” a K al subsistema

Go(t) = Agao(t) + Bou(t).

En efecte verifiquem que, com abans, si z(0) € K aleshores

x(t):S( x’fét) > €K,

per a tot temps ¢ i tot control wu(t).

(iv) Demostreu que aquesta restriccié a K és controlable, és a dir, que és maxim el rang de
la matriu

K(A., B.) = (Be, AB., ..., A" 'B,).
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8.5.

8.6.

8.7.

(v) Resulta doncs que mitjangant un control u(t) adequat: tot estat de K és assolible des
de qualsevol estat inicial z(0) € K, amb tots els estats intermedis també pertanyents a
K.

Sigui f : R? — R3 I'’endomorfisme tal que en la base natural de R? ve definit per f(z,y,2) =
2z 4+ay+z,2+ (a+1)y+ z,az +y + 2z). Determineu per a quins valors de o € R el subespai
F=][1,-2,1),(2,—1,—-1)] és invariant per f.

Solucié: El subespai F' és invariant si i només si a = 1.
Sigui f: R* — R3 P’aplicaci6 lineal definida per
fz,y,2) = (ax + 2y — 22, (0 — )z + o’y + 22, y + (a + 1)z2).

Determineu per a quins valors de a € R el subespai F' =[(1,1,0),(1,0,1)] és invariant per f.
Soluci6: El subespai F és invariant si i només si o = —2.
(opt.) Sigui f € End(Rs[z]) 'endomorfisme tal que
f1) =2 -a?

2

f(2?) = =1+ 222
f(l+z)=242z — 22

Si F = [1+ 27, proveu que F és invariant per f i trobeu un subespai G complementari de F,
i que també sigui invariant per f.

Solucié: Un subespai complementari invariant de F' = [1 + 2%] en Ra[z] és G = [z,1 — 2?].
Resulta molt interessant comparar aquest problema amb el problema 8 del tema 6 (diagonal-
itzacié), on es provara que l'aplicacié f és diagonalitzable, essent els seus VAPs els nimeros
A1 =1, Ao =2 i A3 = 3, mentre que els seus respectius VEPs sén els polinomis Pj(z) = 1+ 22,
Py(z) =21 P3(z) =1 —22.

(8B) VAPs i VEPs.

8.11.

8.12.

Determineu els VEPS dels segiients endomorfismes del pla

(a) rotaci6 de 45°
(b) simetria respecte a un eix

(c) simetria respecte a ’origen.

Determineu els VEPS dels segiients endomorfismes del pla que transormen el quadrat de la figura
(a) en

(a) el quadrat de la figura (b)
(b) el rectangle de la figura (c)
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(c) el paral-lelogram de la figura (d).

I I—
L1

-

8.13. En F = C*°(R), determineu els valors propis i vectors propis de 'endomorfisme derivacié, D, i

(a) (b) (c)

del derivada segona, D?.

Solucié:
VAP VEP
D 0 constants
A#£0 e
D? 0 constants
)\2 e)\x ef)\z
—\? | sin Az, cos \x

1 2 0 1
0 -1 1 3 . . \s .
8.14. Essent A = 1 3 920 esbrineu si v = (1,a,1,3) n’és un vector propi per a algun
1 0 -1 2
valor de «, 8 € R. Calculeu, aleshores, el valor propi corresponent.
Solucié:
1+2a+08 = A 6 =0
1—a = A\ b =0 V3
Av = v < N = A = 142« =< a0 = —1+v3
1+ 2a = A 1_ ~ (1+20) 9
9% — A8 a = a)a A = 413
1 2 3 -2
2 1 3 -2
8.15. Essent A = 9 3 1 —9
2 3 -2 1
(a) Verifiqueu que en sén vectors propis:
vi=(1,1,1,1), =(2223), v3=(-3222).

(b) Verifiqueu que diagonalitza.

(c) Calculeu la seva forma diagonal i una base de vectors propis
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Solucié:
(a) Avy =4vy M =4
A’Ug = 3’[)2 s )\2 =3
A’Ug = —v3 , )\3 = -1

(b) tr A= M+ X+ A3+ <= 4=6+) < \y=—2. A diagonalitza ja que tots quatre
valors propis sén simples.

4
1 3
(¢) STTAS = _q ,on S = (v, v, U3, Vg), essent
—2
3 2 3 =2 1
2 3 3 -2 1
Nuc(A+2I) =N =
vr € Nue(A+20) =Nue | o 5 5, 15
2 3 -2 1 25
8.16. (*) Considereu el sistema de control
T = Ax+bu
2 1
1 2 2
A - b =
3 ’ 1
1 3 -2

En Teoria de Control interessa obtenir matrius F de manera que A + b F tingui valors propis
A1, A2, A3, Aq prefixats qualsevol (se'n diu “assignacié de pols per realimentacié d’estats”).

-1

0 1 0 1
1 2 1 3 . iAo .
(a) Prenent S = 4146 9 verifiqueu que A = S7T'A S és una matriu “compan-
12 8 27 27
0
ST 7 -1 0
ion”i que b= S5""b= 0
1

(b) Calculeu F per tal que A+ b F tingui valors propis A1, A2, Az, A\g.

(¢) Deduiu la realimentacié F' desitjada.

Solucié: F=FS ! jaque S(S+bF)S'1=SAS 1+ ShFS1=A+bF.

8.17. Trobeu els valors propis de les matrius
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a b c d b a 0 a
b a ¢ d a b 0 a
A — B =

(2) b ¢ a d () b a ¢ O
b ¢ d a a b 0 a

Solucié:

(a) Els VAPssén Ay =a+b+c+d, da=a—b, \s=a—cil=a—d.

(b) Els VAPs s6n Ay =0, da=b—a, \3=2a+bi N\ =c.

8.18. (*) (a) Verifiqueu que 'endomorfisme f de R3 definit per
fle)=2(3,40),  fle)= (b ~3,5),  fles) = —=(4 ~3, -5)
€ = Z\9 T 9 € = - =% 79, ) € = - =\F 79, — .

1 5 2 5v3 3 5v3

és una rotacié.

(b) Trobeu-ne l'eix.

Solucié:

(a) Es immediat comprovar que:
(fler), fle2)) =0,  [If(e)ll =1f(e2)l[ =1,  fles) = fler) A fle2).

(b) L’eix de rotacié sera generat per qualsevol VEP del VAP A = 1:

eix = [v1], vy =(2,1,V2-1).

8.19. (opt.) En lespai R[z| dels polinomis d’una variable a coeficients reals, estudieu l'aplicacié L
que aplica a P(x) € R[z] el polinomi L(P) = (2z + 1)P — (2> — 1)P’, essent P’ el polinomi
derivat de P.

(a) Demostreu que L és lineal i trobeu el grau de L(P).

(b) Es exhaustiva aquesta aplicacié ?

(c) Determineu els polinomis propis de L.

Solucié:
(a) Si gr[P(z)] # 2, gr[L(P(x))] = gr[P(z)] + 1.
Si gr[P(x)] =2, gr[L(P(z))] < gr[P(z)].

(b) No, ja que la imatge de L no conté cap polinomi de grau tres.

(c) Els VAPs de l'aplicaci6 L sén Ay = 1, Ag = —1 i A3 = 3. Per tant, els polinomis (o
vectors) propis de 'aplicacié sén els elements no nuls dels subespais Nuc(L —Id) = [22 — 1],
Nuc(L +1d) = [2% — 22 + 1] i Nuc(L — 31d) = [z% + 2z + 1].

8.20. (opt.) Sigui A € M, (R) tal que A*¥ =0, per a un cert k. (Una matriu que compleix aquesta

propietat s’anomena nilpotent).
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(a) Demostreu que 'inic valor propi de A és el zero. Quin és el polinomi caracteristic de A 7
(b) Deduiu de (a) el polinomi caracteristic de A + I. Quin és el valor de det(A + I)?
(c) Sigui B € M,(R) tal que AB = BA. Demostreu que det(A + B) = det B.

Solucié:

(a) El polinomi caracteristic d’'una matriu n x n nilpotent A es Q4(t) = (—t)".
(b) Qat1a(t) =Qa(t —1) = (1 —1t)". En particular, det(A + Id) = Qa414(0) = 1.
(¢) Es una demostracié. (Indicacié: Hi ha que distingir el cas det B=0 del cas det B#£0.)

(8D) Diagonalitzacid.

8.21. Estudieu la diagonalitzacié de les segilients matrius de M, (K), pera K =Q, R, C:

1 2 —2 3 -1 —1
(a) 13 o0 |. | -6 1 2
0 2 1 2 0
L1 o
© |, 5 4 @ [ -4 -1 o0
1 -1 -1 1 4 -8 2

Solucié:

(a) El polinomi caracteristic és

Qa(t) = —t2+5t2 -9t +9=—(t—3) (t—1+ix/§) (t—l—ix/i).
Aix{ doncs, la matriu A té tres VAPs simples (dos complexos conjugats). Per tant, A no

diagonalitza ni en Q ni en R, pero si diagonalitza en C.

(b) El polinomi caracteristic és

Qpt) = —t3+ 4> +3t —2=—(t+1) <t—¥) (t—%\/ﬁ)

Aix{ doncs, la matriu B té tres VAPs simples (dos reals, pero no racionals). Per tant, B
no diagonalitza en Q, pero si diagonalitza en R o C.

(c) El polinomi caracteristic és Qc(t) = (t — 2)3(t +2) i dim Nuc(C — 2Id) = 3. Per tant, la
matriu C' diagonalitza en els tres casos.

(d) El polinomi caracteristic és Qp(t) = (t +2)%(1 —t) i dimNuc(D + 2Id) = 1. Per tant, la
matriu D no diagonalitza en cap cas.
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3/4 0 1/4
8.22. (a) Sigui A la matriu A= | 1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2

(i) Calculeu els valors propis de A.
(ii) Determineu S tal que D = S7'AS amb D diagonal.

0 -1 1
(b) Mateixes qiiestions per la matriu B= | -2 1 1
-4 -2 4
Solucio:
. . , 1. 1
(a) (i) Els VAPs de la matriu A sén \y =1, Ay = 5 1 A3 = 1

(ii) Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base S tals que D = S™1AS venen

donades per

1 0 0
1 1 1 1
D=|035 0] ~s=[1 0 1
1 1 -1 -2
0 0 =
4

(b) (i) Els VAPs de la matriu B sén A\ =11 Ay = A3 = 2.
(ii) Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base S tals que D = S™!BS venen

donades per

1 00 1 10
D=|02 0|, S=11 -2 1
0 0 2 2 01

8.23. (*) Les matrius d’acoblament magnetic en diferents tipus de maquines d’inducci6 sén del tipus

anomenat “circulant”:

b
A= a
c

SO L
L 0

(a) Demostreu que tota matriu circulant com l’anterior diagonalitza amb

1 1 1
S = 1 «a ao?
1 o2 «

on a® =1, a# 1. Calculeu-ne la forma diagonal.

(b) Demostreu que si A i B sén circulants, també ho sén A+ B i AB, i que els seus VAPS
sén respectivament la suma i el producte dels de A i B.

8.24. Sigui A € M3(R) definida de la segiient forma: A= a 0 a |,YaeR—{0}



Diagonalitzacié 83

(a) Estudieu la diagonalitzacié de A, i en els casos en que aix0 sigui possible, determineu una
matriu S tal que ST'AS = D sigui diagonal.

(b) Calculeu AP VpeZ.
Solucio:

(a) La matriu A sempre diagonalitza. Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base
S tals que D = S~'AS venen donades por

—1 0 0 —a —a? a?

D: 0 —1 0 5 S: 1 0 a

0 0 2 0 1 1

2 1 a a?
Z(—1)P + —9P Z (9P _ (—1)P 2 (9P _ (—_1)P
Y @) T -
_ - 2 1

(b) AP = SDPS~! = QT (2P — (—=1)P) 3(_1)p + §2p g (2P — (=1)P)
a2 a~ ! 2 1
T (9P _ (1) (9P _ (_1)P Z(_1)P o Z9p

— @ (1) L@ (-1 S+

8.25. (**) En el model d’elasticitat lineal per a petites pertorbacions, la deformacié en un punt es
representa per una matriu simetrica [¢] (anomenada “tensor de deformacions”) que dona per a
cada vector la diferencia amb la seva posicié final. Se’'n diuen “direccions principals de defor-

macié” les que mantenen 1’alineacio, és a dir, que els seus vectors només pateixen allargament o
escurcament.

(a) Justifiqueu que les direccions principals de deformacié corresponen als vectors propis de [g],
i que els seus valors propis donen els allargaments o escurcaments referits.

(b) Calculeu-les per a

2 -1 4

1
=5 -1 11
4 1 2

i verifiqueu que sén perpendiculars entre elles.

De forma analoga es considera el “tensor de tensions”, [o], matriu simétrica que representa 1’accié
de les forces causants de la deformacié. En el cas més freqiient de solids elastics isotrops (acer,...)
es relacionen per les equacions constitutives de Hooke i de Lamé

€] = 1;”[0] ~ Zir [o]1d
[o] = 1_|E_,/[6] + a —Qf;zl—i-l/)tr [e]1d

1
on E és el modul d’elasticitat de Young i v el coeficient de Poisson (-1 < v < 5)

1
(c) Calculeu, per a v = " la matriu [o]| corresponent a la considerada en (b), i verifiqueu que

té els mateixos vectors propis.
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(d) En general, demostreu que en les condicions anteriors les direccions principals de tensié i de
deformacié coincideixen.

(e) Demostreu igualment que

tr [o] = . 2Vtr €]

i que efectivament les equacions de Hooke i de Lamé sén reciproques.

(f) Calculeu I'energia de la deformacié
B = [ (fo] ae).
8.26. Sigui f l'’endomorfisme de R* definit per

flx,y,z,t) = (x — 2+ (a+ 2)t,y + z — 2t,22 4+ (a — 3)t,at)

(a) Calculeu la seva matriu en la base ordinaria de R*.

(b) Determineu per a quins valors de a f és diagonalitzable.

Solucié:
1 0 -1 a+2
1 1 -2
(a) La matriu de I'aplicacié f en la base natural és 8 0 9 4—3
0 0 0 a

(b) L’aplicacié f diagonalitza si i només si a # 1,2.

8.27. Trobeu les condicions que han de verificar a,b,c,d, e, f per a que la matriu real A sigui diago-
nalitzable, essent

1 0 0 O 3000 3000
a 1 0 O a 2 d e a 2 d e
A= A= A=
(2) b ¢ 2 0 (b) b 0 1 0 () b 0 1 0
d e f 2 c 0 f O c 0 f 3
Solucié:

(a) La matriu diagonalitza si i només si a = f = 0.
(b) La matriu diagonalitza sempre.

(c) La matriu diagonalitza si i només si bf + 2¢ = 0.

8.28. Sigui f un endomorfisme de R? definit per

Per a quins valors de «, B, v és f diagonalitzable?
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Trobeu, quan f és diagonalitzable, els valors propis de f i una base de vectors propis.

Solucié: Els VAPs de l'aplicacié f sén Ay = a, Ao = v i A3 = —1. La coincidéncia de dos
VAPs és el principal obstacle a la diagonalitzacié de f.

En la segiient taula es llisten els casos en que 'aplicacié f diagonalitza, junt amb una base de
VEPs per a cada cas.

Cas Base de VEPs
3
a#_l#fyla#ﬂy vl:<a_77a—_/fl73>702:(07/877+1)iv3:(07170)
a=—-1#~v18=0 vy = (y+1,0,-3), v2 = (0,0,1) i v3 = (0,1,0)
a#—-1=~vi8=0 v = (@ +1,0,3), vo = (0,0,1) i v3 = (0,1,0)

8.29. (a) Demostreu que 'endomorfisme de Ma(R), f: Ma(R) — My(R), definit per f(A)=A" és
diagonalitzable. Trobeu una base de vectors propis.

(b) Mateixes qiiestions per I'endomorfisme de My (R) definit per g(A) = ( (1) é > A.

Solucié:

(a) El polinomi caracterfstic es Qf(t) = (t —1)>(t +1) i dimNuc(f —Id) = 3. Per tant,
I'aplicacié f diagonalitza.

10 0 0 01 01
Una base de VEPs es ((0 0),<0 1>7<1 0>7(_1 0)>

(b) El polinomi caracteristic és Qf(t) = (t —1)*(t+ 1), dimNuc(f —1Id) =2 i dimNuc(f+
Id) = 2. Per tant, 'aplicaci6 f diagonalitza.

) 10 01 10 0 1
Una base de VEPs és ((1 0),<0 1),(_1 0>7(0 _1>>.

8.30. (opt.) Interpreteu graficament 'endomorfisme de R;[t], la matriu del qual en la base natural és
a+pf a-p
a—p a+p )

8.31. (opt.) Considereu l’espai vectorial sobre R, Rq[z]. Si f € End(Ra[x]) és tal que

)y = 2-2"
fz¥) = 222 -1
f(l+z) = 242 —2?

(a) Trobeu la matriu A de f en la base ordinaria (1,z,2?) de Ra[z].
(b) Doneu una base v de Rs[z| tal que la matriu de f en aquesta base, D, sigui diagonal.

(c) Trobeu una matriu B € M3(R) invertible tal que BD = AB.
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Solucio:
2 0 -1
(a) La matriu de f en la base (1,7,2%) és A = 02 0
-1 0 2

(b) Els VAPs de f sén A\; =1, Ay =21 A3 = 3. Una base de VEPs és v = (1 + 2% 2,1 —xQ).
(c) Una matriu diagonal D i un canvi de base B tals que D = B~'AB venen donats per

100 10 1
D=|l0o2o0|, B=|o01
00 3 10

8.32. Estudieu la diagonalitzacié de la matriu real A = i, en cas que sigui

—a a

S
S

SEESEE SIS
|
S

a —a
diagonalitzable, determineu S tal que S~'AS sigui diagonal.

Solucié: Suposarem que a # 0, ja que, altrament, A = 0 ja és diagonal.
La matriu A sempre diagonalitza. Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base S tals
que D = S7'AS venen donades por

2¢ 0 0 0 1 01 1
0 2¢ 0 0 100 1
D_002a0’ 5_010—1
0 0 0 0 011 1

8.33. Sigui E un K-espai vectorial de dimensi6 finita, i f un endomorfisme de E, P(f) = aof? +
alfp*1+---+apl ona; € K,0<i<p.
(a) Trobeu la relacié que hi ha entre els valors propis de f i de P(f).
(b) Si f és invertible, trobeu la relacié que hi ha entre els valors propis de f i de f~!.

(c) Proveu que si f diagonalitza, P(f) i f=! (si f és invertible) també diagonalitzen. Trobeu
la relacié entre les respectives formes diagonals.

Solucié:

(a) Si A és un VAP de f, aleshores P()) és un VAP de P(f).
(b) Si A és un VAP de f, aleshores A~! és un VAP de f~!.

(c) Si D és una matriu diagonal de f, aleshores P(D) i D~! (si f és invertible) sén matrius
diagonals de P(f) i f~!, respectivament.

8.34. Sigui f l'’endomorfisme de R3 la matriu del qual en la base ordinaria és
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-1 2 -3
0 1 -1
1 -1 2

(a) Estudieusi f és diagonalitzable.

(b) Siguin F i G els subespais vectorials definits,  respectivament,  per
r—y+2z=0, x—y+2z =0. Proveu que F i G sén invariants per f i estudieu si
les restriccions fip i fg son diagonalitzables, donant, en el seu cas, la forma diagonal de la
restriccié corresponent.

Solucié:

(a) El polinomi caracteristic és Q(t) = —t(t —1)? i dim Nuc(f —Id) = 1. Per tant, I'aplicacié
f no diagonalitza.

(b) Una base de F és la formada pels vectors u; = (1,1,0) i ug = (0,1,1). A més, f(u1) =uy
i f(ug) = ug — uy. Per tant, el subespai F' és invariant. La restriccié f|r no diagonalitza.
Una base de G és la formada pels vectors v; = (1,1,0) i va = (1,—1,-1).
A més, f(v1)=wv1 1 f(ve2) =0. Per tant, el subespai G és invariant, la restriccié f|q

1
diagonalitza i la seva matriu en la base v = (vy,v2) és diagonal: M, (f|q) = < 0 8 ) :

8.35. (opt.) Siguin A € M,(R) i B € M,,(R) diagonalitzables. Proveu que AX — XB =0 té com a
Unica solucié la trivial si i només si A i B no tenen cap valor propi en comu.

Soluci6é: Es un problema teoric.

(8E) Matrius no diagonalitzables.

8.41. (*) Un sistema de control uniparametric
&(t) = Az(t) + bu(t), AeM,, b€ M,x1
resulta “controlable” si té rang maxim la matriu de controlabilitat K = (b, Ab, ..., A"~ 1b).

(a) Demostreu que si fem el canvi de base T = K 'z, resulta

00 ... ... 0 ag
1 e o 00 g 1
_ 01 ... ... 0 a2 _ 0
A= : . ;o b= .
00 ... ... 0 Ap—9 0
00 ... ce 1 Ap—1
(b) Verifiqueu que el polinomi caracteristic és Q(t) = t" — a,_1t"" ! —--- —ait — ap.

(c) Demostreu que per a qualsevol VAP X és dim Nuc (A — \I) = 1.
(d) Deduiu que no diagonalitza si algun VAP és multiple.
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8.42. (*) En el model poblacional de Leslie, la transformacié en cada periode ve donada per una matriu
de la forma

a1 Oy o3 ... anpn_—1 Oy
61 0 0 ... 0 0
A— 0o 5 0 ... 0 o
0 0 0 ... B O

on «y;, (3; so6n respectivament els coeficients de la reproduccié i de supervivencia de la cohort
i-esima (en particular, 0 < f3; < 1).

(a) Demostreu que per a cada VAP X és
dimNuc (A— ) =1

i que per tant no diagonalitza si algun VAP és multiple.

(b) Demostreu que A és equivalent a

ap o o3 Qp—1 Qp
1 0 0 0 0
T 0o 1 o0 0 0
o 0 0 ... 1 0
on g = a1, Qg = Prag, ag = B1Pas, ..., &y = (102... OBp_104 . Dedulu-ne el polinomi
caracteristic de A.
(8F) Calcul matricial.
3 -1 1
8.51. (a) Considereu la matriu M = | -1 3 1 | € M3(R).
0 0 4

(i) Demostreu que diagonalitza, i calculeu la seva forma diagonal D.

(ii) Determineu una matriu de canvi de base S € M3(R), invertible, tal que
D=S"1MS.

(iii) Trobeu una matriu diagonal Y que verifiqui Y? — DY + D? = 12].
(iv) Deduiu-ne una soluci6 X € M3(R) de I'equacié matricial X2 — MX + M? = 121.

2 0 0
(b) Mateixes qliestions per la matriu N = [ 16 10 —12 | substituint a (iii) i (iv) el coefi-
16 8 -10

cient 12 per 3.
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Solucié:

(a) (i) - (ii) Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base S tals que
D = S7'MS venen donades per

2 0 0 110
D=(040), sSs=[101
00 4 01 1

(iii) Las solucions diagonals de I’equacié Y? — DY + D? = 12Id sén

-2 00 4 00
Y, = 2 01, Yi=10 2 0
0 2 0 0 2
(iv) Si X = SYS~! aleshores X? - MX + M? = 12Id & Y? — DY + D? = 12Id.
Per tant, unes solucions de l'equacié X2 — M X + M? = 12Id sén

0 -2 2 31 -1
X1=SvSt=| =2 0 2], Xo=SYS'=|1 3 -1
0 0 2 00 2

(b) (i) - (ii) Una matriu diagonal D i una matriu de canvi de base S tals que
D = S7INS venen donades per

2.0 0 1 -1 0
D=|l02 0 |, S=1 2 1
00 —2 2 0

(iii) Ldnica solucié diagonal de equacié Y2 — DY + D? = 3Id és
1 0 0

Y=101 0

0 0 -1

(iv) Si X = SYS~!, aleshores X2 — NX + N2 =3Id & Y? — DY + D? = 3Id.
Per tant, una solucié de I'equacié X? — NX + N2 = 3Id és

1 0 0
X=8YS'=|8 5 —6
8 4 -5

8.52. Sigui A € My(C) no diagonalitzable i A € C el seu tinic VAP

(a) Demostreu que si v € Nuc (A — AI), aleshores és linealment independent amb Av — Av.

(b) Aleshores sigui S la matriu de canvi a la base (v, Av — Av). Verifiqueu que S™1AS =

(1)
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5

(c¢) En particular, verifiqueu que per a A = ( )

4 0
-1Aq —
S AS_<1 4).

(d) Apliquem el resultat anterior per trobar totes les matrius B que B? = A.

-1
3 > podem prendre v = 2,1, i que resulta

Solucié:

@s=(71)

(d) B2=A4 = (S 'BS)2=5"145= ( L )

- S—lBS):(f g) 0 (_f _g)

= SlBS):j:(l/?1 g)

_ 2.0 -1
Pertant,B—:tS(l/4 2)5 .

8.53. Sigui A € M3(C) no diagonalitzable, amb polinomi caracteristic Q(¢) = (t — \)?(t — u)
(a) Demostreu que si v, w verifiquen:
v € Nuc (A — )2, v ¢ Nuc (A—AI), w € Nuc (A — pl)

aleshores sén linealment independents: v, Av — Av, w.

(b) Essent S la matriu de canvi a la base anterior, verifiqueu que
A0 0
ST'TAS=1| 1 X 0
0 0 p

(c) En particular, trobeu A, p i S per tal que

16 1 0 A0 O
S o 16 0|S=1 X 0
13 —-25 3 0 0 u

(d) Apliqueu el resultat anterior per trobar B tal que

16 1 0
B? = 0 16
13 —25 3

@)
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Solucié:
1 1 0
() A=16, p=3, S= 1 00
-1 1 1
n 4 0 0
(d) B=S 1/8 4 0 St
00 [£3
4 0 0
8.54. (*) Considerem la matriu A= 6 1 0
3 1 1
(a) Calculeu a, 8 € R per tal que
4 0 0 1 0 0
S7tAs=101 0|, amb S=| a 1 0
01 1 30 1
(b) Apliqueu-ho per calcular A* i e4.
(c) Apliqueu-ho igualment per trobar B tal que B? = A.
Solucié:
4 0 0
(a) ST!AS=|3-3a 1 0 | = a=2, 8=1
3-36 1 1
40 0\" 4 0 0 et 00
by A =S 01 0| St=5l0 10|88 er=50 e 0|85
011 0 k£ 1 0 e e
2 00 ) 4 0 0
(¢ B=|0 10|, BB=|0 1 0 |=5'4Ss~y=1/2.
0 v 1 0 2v 0

Prenent B = SBS~!, amb v = %: B? = (SBS™1)? = SB*S~1=85"1AS5! = A.

(8G) El Teorema de Cayley-Hamilton. Polinomi anul.lador.

8.61. (*) Sigui A € M,(R) i B € Myxm(R) les matrius d’un sitema de control. Utilitzeu el teorema

de Cayley-Hamilton per demostrar que la matriu de controlabilitat pot truncar-se en la potencia
n — 1, és a dir, que:

rang (B AB ... A" 'B) =rang (B AB ...A"B).
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0 a a?
8.62. Sigui A € M3(R) definida de la segiient forma: A=| o' 0 a |,Ya€R-{0}.
2 et o0
Proveu que A és invertible i determineu A~! fent servir el teorema de Cayley-Hamilton.
Solucié: La matriu A és invertible, ja que det A =2 £ 0. A més,
-1 a a®
1 Lo -1
A :§(A —3Id) = a -1 a
a2 o' -1
8.63. Sigui A € M, (C) i el seu polinomi caracteristic Q(¢t) = (t — A1)* ... (t — \)* . Demostreu que
A diagonalitza si, i només si, el seu polinomi anul-lador és P(t) = (t — A1) ... (t — \,).
8.64. (opt.) Trobeu els polinomis minim i caracteristic dels endomorfismes les matrius de les quals

son:
2 2
1 1 2
1 2 1 2
(a) 2 (b) 3
1 2 1 3
4
1 2 5
a a
1 a 1 a
1 a 1 a
(c) (d) a
1 a a
a
1 a a
Solucio:

t
t
t
t

(t —2)3.

—3)2(t —4)(t —5).
(t—a)’.
(t—a)’.

@*2)
P(t) = (

—(t—a)" i P(t

—(t—a)" i P(t

P(t)
2)%(t -

(t)
(1)

(a)
(b)
()
(d)

OO O O

(t)
(t)
(t)
(t)
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(8H) Miscel-lania.

8.71. Sigui £ = R* i sigui ¢ € End(F), la matriu de la qual respecte de la base natural de R*
(61) €2, €3, 64) és:

1 -9 -1 15
M- 2 -4 3 4
0o 3 1 -6
1 -1 2 0

(a) Proveu que ¢> +g+1=0

(b) Proveu que (e1,g(e1),es,g(e3)) és una base de R*. Quina és la matriu de g en aquesta
nova base?

(c) Sigui E., = {u € R*|existeix Q(z) € Rz] amb Q(g)(e1) = u}.
Proveu que és un subespai vectorial de R* de dimensié dos. Doneu una base. ( Indicacié:
utilitzeu (a) ).

(d) Es g|E., un endomorfisme de E ? En cas afirmatiu doneu la matriu de g|F., en la base
donada en (c).

Solucié:

(a) Basta comprovar que M? + M +1Id = 0.

(b) Si escrivim la nova com u = (uy,ug,us,us) = (€1, g(e1), €3, g(e3)), velem que

g(w) = gler) = uo,
gluz) = ¢*(er) = —g(er) —e1 = —ur — uy,
g(u3) g(es) = ua,
glua) = g*(e3) = —gles) —e3 = —uz — ua,
0 -1 0 O
. . 1 -1 0 0
Per tant, la matriu de g en la base u és M,(g) = 0 00 -1
0 01 -1

(c) Una base de E,, és (u1,u2) = (e1,g(e1)).

(d) Si, g és un endomorfisme de E.,, ja que E,, és invariant per g.
La matriu de la restriccié de g al subespai invariant FE., en la base (uj,u2) és la part

0 —1
superior esquerra de la matriu M, (g); és a dir, < 1 1 ) .

8.72. Demostreu que si f € EndFE és diagonalitzable i ' C E n’és un subespai invariant, aleshores la
restriccié f‘ » també és diagonalitzable.

8.73. Essent f € End (E), suposem f? =a%ld , f# dald, a>0 (*)

(a) Demostreu que diagonalitza.
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(b) Trobeu la seva forma diagonal, segons el valor de « i el de la traga, trf.

(c) Verifiqueu que f € End (M3(R)) definit per

f(M)=SMS, S=

— o O
o = O

compleix les condicions (*).
(d) Determineu la seva matriu en la base ordinaria.
(e) Trobeu-ne la seva matriu diagonal.

(f) Calculeu una base de VEP’s.

Solucié:
(a) P(t)=t*—a”.
(b) Q(t) = (t—a)™(t+ K)"™™
tr f=am+ (—a))(n —m) = 2ma — na.

«

no + tr f Q@

o
oo 9
Il
—_

—_
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/10 0 010 00 1 00 0 00 0
(f) Nuc (f—1I)= 000), 00 0], 000),(101), 010
\o 0 1 010 100 00 0 00 0
/10 0 0 10 00 1 00 0
Nuc (f+0)={{0 0 0 ,(o 0 0], 000),(101}
\o 0 -1 0 -1 0 -1.0 0 00 0

8.74. (opt.) Trobeu la matriu en la base ordinaria, de ’endomorfisme de R? tal que:

(a) fles) =3f(e2) — fler).

(b) flex) — f(e2) +3f(e3) = (—4,10,4).

(c) Els vectors de FNG, essent F = {(z,y,2) € R® |z +y+2=0}i G=](1,0,-1),(0,1,0)],
sén vectors propis de valor propi 1.

-2 -3 -7
Solucié: La matriu de laplicacié en la base natural és M.(f) = R 15 10 15
2 3 7

8.75. (opt.) Trobeu la matriu en la base ordinaria, de 'endomorfisme de R3 tal que:

(a) f(e1)+ f(es) =e1 +e3.

(b) fler) + fle2) = e1 +ea.

(c) Els vectors FNG, essent F = {(z,y,2) e R3/2xr —y—2=0}i G =][(2,0,3),(1,0,1)], s6n
vectors propis de valor propi —1.

3 =2 =2
Solucié: La matriu de laplicacié en la base natural és M.(f) =1 0 1 0
4 -4 -3
8.76. (opt.) Sigui f un endomorfisme de R? tal que:
(1) fler) + fle2) + fles) = (1, 1,1).
(2) fler) = flez) = f(1,1,-2).
®B) fF=1r
(4) Si F={(x,y,2) e R¥|y+22=0}i H=1(1,1,0),(1,0,1)], llavors FN H és invariant per

f-
Trobeu les possibles formes reduides de Jordan de f.

Solucié: Hi ha dues possibilitats: J = diag(1,1,0) i J' = diag(1,0,0).

1 0 0
En el primer cas, la matriu de f en la base natural és A = 3 -1 -1
-3 2 2
-1
En el segon cas, la matriu de f en la base natural és A’ = | —1 1

-1 1
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8.77. (opt.) Sigui f un endomorfisme de R* tal que:

(1) £(0,1,0,0) = (0,1/2,1/2,1).

(2) Es equivalent a endomorfisme de R?* la matriu del qual en base candnica és

3 3 7 0
2 8 14 7
-1 -3 -5 -3
0O 0 0 2

A:

(3) Deixa invariants els subespais

F = {(1‘1,1‘2,1‘3,1‘4) €R4]x1+2x2+2x3+4x4 =0, x2+x3—|—x4:0}
G=1[(-3,-2,3,2),(—1,0,1,0)].

(4) Els seus vectors propis pertanyen al subespai
H = {(%1, 79, 23,74) € R4\2x1 + xo + 23+ x4 = 0}.

Trobeu la matriu de f en la base canonica.

Solucié: Una forma de Jordan de la matriu A és J = diag(J2(2), J2(2)) =

S O = N
S O N O
=N OO
N O OO

Una base de Jordan de l'aplicacié f és u = (uy,ug,us, uyq), on
u; =(2,1,0,—-1), wug=1(0,—-1,1,0), wusz=(1,0,—1,0), wug=(0,1,0,—-1).

En esta base la matriu de aplicacié és lanterior forma de Jordan: M, (f) = J. Per tant, la
matriu de I'aplicacié f en la base natural e de R* és

4 0 0 0
1 -1 1 -3 -3

_ -1 __ -1 _ =
0 2 2 6

on S és la matriu del canvi de base de u a e.



Equacions en diferéncies i sistemes dinamics discrets lineals

9. Equacions en diferencies i sistemes dinamics discrets lineals

(9A) Equacions en diferéncies finites lineals.

9.1. Trobeu la soluci6 de ’equacié de Fibonacci Fyio = Fjy1 + F; Fp=0, Fi=1.

Solucié: Equaci6 caracteristica: t? —t —1 = 0.

+ 5
Valors caracteristics: 2\/—.
k k
iy 1++5 1-5
Solucié general: Fj, = ¢; 5 + ¢o 5 .
1
O0=c +c 1 = 7
Condicions inicials: 1++5 1—+5 _'i) .
1 = Cl + CQ CQ = —
2 2 V5

k k
Sotweis: 1 — = [ (1EY3) _ (LoD
ucio: ’“_\/5 5 5

9.2. Resoleu les equacions en diferéncies seglients:

(a) y(k+2)—5y(k+1)+06y(k) =0; y(0)=0, y(1)=1

(b) y(k+2)—5y(k+1)+6y(k)=0; y(0)=y(l)=1

(c) yk+2)—3y(k+1)+2y(k)=0; y0)=«a, y(l)=a+p.
(d) y(k+2)—2y(k+1)+2y(k) =0; y(0)=1, y1)=3
Solucié

(a) y(k) = —2F 4 3F

(b y(k — 9k+1 _ 3k

k k
= o (14D o 1= =2 cos%k—i—Q\/i sin%k.

I |
1-2¢ 1+42¢
1o 142

9.3. Resoleu les equacions en diferéncies segiients:

(@) y(k+3)—3y(k+2)+3y(k+1) —y(k) =0; y(0)=1, y(1)=2, y(2)=5.
(b) y(k+3) —y(k+2)—8y(k+1)+12y(k) =0; y(0)=3, y(1)=-1, y(2)=9.

Solucié:

(a) t3—-3t24+3t—-1=(t—-13=0
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y(k) = c1 + cok + c3k?
ci=1, ca=1, c3=2=y(k)=1—k+ 2k?
(b) 3 —t2 -8t +12 = (t —2)%(t +3)

y(k) = c12F 4 cok2F + c3(—3)F

:2k+1_ 2k _ k'
6122, 022—1, 6321 }:>y(k) b +( 3)

9.4. Determineu la solucié general de les equacions en diferéncies segiients:

(a) y(k+2)+3y(k+1)+ 2y( ) =2.

(b) y(k+2)—2y(k+1)+y(k)=12k.

(c) y(k+3)—3y(k+1)+ Sy(k: + 1) + y(k) = cos(2k).
(d) y(k+2) —3y(k+1)+2y(k) = 3".

9.5. (opt.) Resoleu I'equaci6 en diferéncies
y(k+1) = 5y(k) =1

i deduiu-ne una solucié per a ’equacié en diferéncies no lineal

z(k)

z(k‘—l—l):m.

9.6. Proveu que les solucions de

y(k+2) — y(k+ 1)+ gy(k) =2

tenen com a limit el punt d’equilibri, calculant-les previament.

9.7. Determineu quines de les solucions de 'equacio
1
y(k +3) — iy(k +2)—dy(k+1)+2y(k) =4

tenen com a limit el punt d’equilibri.

9.8. (*) (Joc de la ruleta.) Es tracta de calcular la probabilitat que un jugador de ruleta faci saltar
la banca. Suposarem que inicialment el jugador té A fitxes i la banca en té B, i que el jugador
es juga una fitxa a cada tirada. Designem per p la probabilitat de que el jugador guanyi la fitxa,
per ¢ la probabilitat de que perdi la fitxa i per u(k) la probabilitat de fer saltar la banca quan
el jugador té k fitxes.

(a) Justifiqueu que
u(k)Ppu(k + 1) + qu(k — 1), u(0)=0, u(A+B)=1

i determineu la solucié d’aquesta equacio.

(b) Determineu ’equaci6 en diferéncies i la solucié de la mateixa en el cas de jugar a color en
una ruleta de 37 caselles.
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9.9.

9.10.

9.11.

(¢) Trobeu l'equacié en diferéncies que satisfa u(k), i determineu la seva solucié, en el cas de la
ruleta de Montecarlo, en que si surt el “0” la fitxa es reté, podent el jugador guanyar-la o
perdre-la en la tirada segiient (també pot continuar estant retinguda) sense que en cap cas
en pugui guanyar una d’addicional.

(d) Compareu les probalitats de fer saltar la banca en el cas de jugar a color en la ruleta
tradicional i en la de Montecarlo.

(*) (Equacio dels tres moments.) L’analisi de les bigues requereix 'avaluacié dels moments que
actuen en els suports. Aquests moments satisfan I’anomenada “equacié dels tres moments”, que
és la relacié entre els moments que actuen en tres suports consecutius.

Una biga en voladis es recolza en N suports separats un de 'altre 3 m, i una carrega de 227 Kg
actua a lextrem de la biga a 3 m del primer suport. Sigui M (k) el moment en el suport k-ésim.
Per tant, M(0) = 681 Kg m. Suposem que la biga esta rigidament fixada en el suport N — 1,
amb la qual cosa M(N — 1) = 0. Es satisfa 'equacié dels tres moments.:

M(k+2)+4M(k+1)+ M%) =0, k=0,1,...,N—3 (%)

(a) Determineu la soluci6 general de I'equacié en diferéncies (*).

(b) Trobeu la solucié particular de (*) que satisfa les condicions de frontera M(0) = 681,
M(N —1) =0 (la solucié inclou N).

(¢) Suposem ara que perllonguem la biga fins a I'infinit per la dreta (és a dir, N — oo). Trobeu
la solucié particular de (*) que satisfa les condicions de frontera M (0) = 681, M(co) = 0.

(**) (Voltatge en una cadena d’aillants eléctrics.) Suposem que tenim una “filera d’aillants”,
formada per n—1 aillants idéntics que estan connectats per conductors metal.lics també identics.
El primer aillant esta connectat a terra per la unié amb la torre, I'tltim esta connectat a la linia
de conduccié, la qual porta un corrent altern de freqtiencia w. Considerem ara un conductor
metal.lic qualsevol entre dos aillants. Si denotem el voltatge del conductor k& per Vi, el corrent
entre el conductor k—1 iel conductor k és I = iwCi(Vi_1 — Vi); entre el conductor k i el terra
és 1, = —iwCoVy, on C és la capacitat entre dos conductors continguts i Cy és la capacitat
d’un conductor respecte al terra. Es veu que Iy = I + i i, per tant,

Cy (Vg1 — Vi) = C1 (Vi = V1) — CoVi = 0.
Les condicions de frontera sén V5 =01 V,, = U, essent U el voltatge de la linia de conduccid.

(a) Trobeu la distribucié del voltatge al llarg de la cadena.

(b) Interpreteu el resultat obtingut.

(*) (Teoria de la informacid.) Imagineu un sistema de transmissié d’informacié que usa un
alfabet format només de dos simbols: el punt i el guié. Els missatges es transmeten mitjancant
una previa codificacié en una “corda” d’aquests simbols.

Cada simbol requereix un cert temps per a la seva transmissié, de manera que en un temps
fixat només determinades cordes poden ésser transmeses: indiquem per N; el nombre de cordes
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diferents que poden ser transmeses en un temps ¢. Shannon defineix la “capacitat” C' de un
sistema de transmissié (mesurat en bits per unitat de temps) mitjangant

I N,
C = lim 082 Mt t

t—o00 t

(a) Suposeu un sistema en el qual tant el punt com el guié requereixen una sola unitat de temps
per a ésser transmesos. Verifiqueu que N; = 2¢ i per tant C' = 1.

(b) Suposeu ara que el punt requereix una unitat de temps, mentre que el guié en requereix
dues.
(i) Quins sén els valors de N; i No? (Recordeu que només sén permesos el punt i el guid;
el “blanc” no és permes).
(ii) Justifiqueu 'equacié Ny = Ny—1 + Ny_o.
(iii) (**) Calculeu la capacitat d’aquest sistema.

(Nota: utilitzeu els nimeros de Fibonacci.)

9.12. (*) (Teoria de cues.) Un petit taller treballa sota comanda, i serveix mantenint ’ordre de recepcié
de les comandes. Suposeu que en una hora hi ha una probabilitat p (molt petita) de rebre una
comanda, i que practicament mai no en rep dues. Suposeu igualment que hi ha probabilitat ¢
(també molt petita, perd major que p) de que una comanda en realitzacié sigui completada en
el termini d’una hora, i que practicament mai no es completen dues comandes dins la mateixa
hora. Es tracta de calcular, en mitjana, quantes comandes estaran en cua d’espera, pendents de
completar.

Per a aix0, designeu per u(n) la probabilitat de que la cua sigui n.

(a) Justifiqueu les relacions:
(i) u(n) =pun—-1)+qu(n+1)+ (1 —-p—qu(n), n>0.
(i) u(0) = gu(1) + (1 = p)u(0).
(iii) Yu(n)=1.
(b) Calculeu u(n).
(c) Calculeu u(0).
(d) Justifiqueu que la mitjana demanada és ¥nwu(n), i calculeu-la.
)

(e) Deduiu quina és la mitjana minima compatible amb «(0) < 0'1.

(9B) Sistemes dinamics discrets lineals.

9.21. Considereu el sistema lineal

21k +1) = S (B) + Saa(k) + Laa(k) + ~aa(k) + 1
zo(k+1) = iacl(k) - ioc2(/-g) + iac:»,(/-c) - i9C4(k) —1
z3(k+1) = iacl(k) + iocQ(/-c) + i (k) + i a(k) +2
zy(k+1) = le(k‘) + zxg(k:) + zxg(ki) + zm(k:) -1




Equacions en diferéncies i sistemes dinamics discrets lineals 101

(a) Trobeu-ne una solucié particular.

(b) Doneu la solucié general del sistema.

9.22. Resoleu el sistema segiient:

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

e 3 1

2 1
—xg( ) + —563(]{5) + 500

=

(
2(k +
s(k +

(k+

T4

8

sz3(k) + ZM(k)

k1) = 21(k) + ~aa(k) + ~as(k)
1) =
1) =

1) = (k) + 1000

Trobeu el conjunt de solucions del sistema

xg(k‘ + 1) = xg(k‘) +1

Estudieu l'existeéncia de punts d’equilibri i de solucions fitades per al sistema

{ xl(k + 1) = —3.%'1(k) — 21‘2(k‘)

Considereu el sistema d’equacions en diferéncies:

21(k+1) = 21 (k) + %@(k) + %:Cg(k‘)
.%'3(]’6 + 1) = le(k‘) + Z.%'Q(k‘) + 51‘3(]{)

Indiqueu quines sén les solucions del sistema que sén

(a) Convergents a 'origen.

(b) Convergents a algun altre punt d’equilibri.

(c) Fitades, perd no convergents.
)

(d) No acotades.

Determineu els modes propis i els modes dominants per al sistema d’equacions en diferéncies:

ri(k+1) = %xl(/ﬂ) 4 %m(/ﬂ) 4 %xg(k)
.%'Q(k‘ + 1) = —1‘1(1’6) + %xg(k‘) + §1‘3(k)
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9.27. (*) En lestudi de Lamberson (1992) sobre la supervivencia del mussol america, va obtenir ex-
perimentalment que:

/) Ji 0 0 033
Ser | =4l s, |, A= o018 o o |,
Ay Ay 0 071 094

on Ji, Sk i Ay indica la poblacié “jove” (fins a 1 any), “subadulta” (entre 11i 2 anys) i “adulta”,
respectivament, 'any k.

(a) Verifiqueu que els valors propis de la matriu A obtinguda sén aproximadament: 098,
—002 £ 0'215.
(b) Deduiu que en aquestes condicions, Iespecie tendeix a l'extincid.

(c) Verifiqueu que si I'index anual de supervivencia dels joves fos del 30% en lloc del 18%),
aleshores els valors propis resultarien: 1’01, —0'03 & 0'26:. Deduiu igualment que aleshores
la poblacié tendiria a augmentar.

(Nota: 'index de supervivencia referit és efectivament millorable mitjangant politiques fore-
stals adients.)

(d) Calculeu quin és el minim index anual de supervivencia dels joves, per tal d’evitar I’extincid.
(e) En les condicions de (c), calculeu la distribucié poblacional entre joves, subadults i adults a

la qual s’hi tendiria.

9.28. (*) Considereu el model simplificat pressa / depredador

D D ! '4
S F) A, = 05 0/ ’
Py Py -a 11
on P, i Dj indiquen respectivament la poblacié de preses i de depredadors en ’etapa k.

(a) Demostreu que els valors propis de la matriu A, sén menors que 1 si, i només si, a > 0'125.
(b) Justifiqueu que aleshores ambdues especies tendeixen a ’extincid.

(¢) Justifiqueu analogament que per a a < 0’125 les poblacions tendeixen a augmentar i que
per a a = 0'125, a estabilitzar-se.

(d) Calculeu la distribucié de la poblacié a la qual es tendeix per a @ = 0'125 i a = 0'104.
Interpreteu el resultat.

9.29. (**) Els "index d’accessibilitat de Gould” han estat utilitzats en diversos problemes geografics,
com ara xarxes de transport o moviments migratoris. Per a la seva determinacié es configura
una xarxa (o graf) representant les ciutats (o altres entitats geograficament significatives) i les
connexions entre elles.
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Per exemple:

Suposant numerats els nusos o vertex (i =1,...,n), se’n diu la seva matriu d’adjacencia (mod-
ificada) la matriu simetrica A = (a;;) € M,(R) definida per: a; = 1; a;; =1 6 0, segons els
vertex corresponents estiguin o no connectats per un arc. Aixi, per al graf anterior seria:

= ==
O = = =
O = = =
—_ o O

Es demostra que el seu valor propi més gran és positiu i simple, i que podem prendre com base
del seu 1-subespai propi un vector de coordenades positives, que sumin 1. Aquestes coordenades
es diuen els index d’accessibilitat de Gould dels vertex corresponents.

(a) Calculeu els index d’accessibilitat de Gould per als vertex dels graf anterior

(b) Analitzeu si el resultat obtingut s’adiu amb la idea intuitiva d””accessibilitat” de cada vertex.

Suposem que inicialment en cada vertex hi ha un cert nombre (no nul) d’objectes
21(0),...,2,(0), i que en cada unitat de temps cada objecte crea una seva replica en cadascun
dels vertexs adjacents. Designem per z1(k),...,z,(k) els objectes que, en el vertex corresponent,
hi ha en l'instant k. Per exemple, seqiiencies possibles en I’exemple anterior serien:

(1,1,1,1),(4,3,3,2), (12,10, 10,6), (38, 32, 32, 18), . ..
(1,2,3,4), (10,6, 6,5), (27,22, 22,15), (86,71, 71,42), . ..
(4,3,2,1),(10,9.9,5), (33,28, 28, 15), (104, 89, 89, 48), . . .

¢) Raoneu que, per a 'exemple anterior, la relacié entre les situacions als instant ki K+ 1 ve
R r le anterior, la relacié entre les situaci Is instant ki k+1
donada per:

z1(k+1) = z1(k) + z2(k) + z3(k) + z4(k)
za(k + 1) = z1(k) + 22(k) + x3(k)

z3(k +1) = x1(k) + z2(k) + 23(k)

xg4(k +1) = z1(k) + za(k)

(d) Demostreu que, asimptoticament, el percentatge d’objectes en cada vertex ve donat pels
index d’accessibilitat de Gould, amb independencia de la situacié inicial.

(e) Calculeu, en les seqliencies anteriors, el percentatge d’objectes en cada vertex per a k = 3
i compareu-los amb els index obtinguts en (a).
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(f) Raoneu que en un graf qualsevol les equacions de (c) resulten z(k + 1) = Az(k) i deduiu
que la conclusié de (d) es generalitza a tots els grafs.

9.30. (*) En models de la forma z(k + 1) = Az(k) sovint es requereix la condicié
x1(k) + -+ ap(k) =ct. (=21(0)+ -+ 2,(0))

(a) Demostreu que una condicié necessaria i suficient a tal efecte és: la suma dels coeficients de
cada columna de A és 1.

(b) Demostreu que aleshores 1 sempre és un VAP. Trobeu-ne un VEP.
(c) Demostreu que v=(v1,...,v,) és un VEP d’'un VAP A=1, aleshores v; + -+ + v, =0.
(d) Deduiu que els tnics VEPS amb coordenades totes positives sén els del VAP A = 1.

9.31. (*) (Epidémia.) Una epidémia afecta el 10% de la poblaci6 encara sana cada mes i, dels que estan
malalts, es posen bons un 80%, mentre que el 20% restant moren. Determineu 'estat estacionari
de la malaltia.

9.32. (*) (Central d’autobusos.) Considerem una companyia d’autobusos, amb centrals a quatre ciutats
A,B,C i D. Cada setmana el moviment d’autobusos és el segiient:

e Dels que hi ha a cadascuna de les centrals A i B, un ter¢ se'n va cap a C, un terg cap a
D, il’altre ter¢ roman a la propia central.

e Dels que hi ha a cadascuna de les centrals C' i D, se’'n va un terg cap a casascuna de les
altres tres centrals.

(a) Denotem per a(k), b(k), c(k), d(k) el nombre d’autobusos a les centrals A,B,C' i D,
respectivament, en la setmana k. Deduiu a(k), b(k), c¢(k) i d(k) a partir de les condicions
inicials a(0), b(0), ¢(0) i d(0).

(b) Calculeu:

o a(k)+b(k)+c(k)+dk), perak=12,....
o Tim(a(k), b(E), (k). d(k))

i interpreteu aquests resultats.

9.33. (*) (Connezid en cascada de quadripols asimeétrics.) Considerem un circuit electric que consisteix
en una cadena de n quadripols identics connectats, cadascun d’ells amb dues entrades i dues
sortides. Posem Iy, Ix11 a les intensitats d’entrada i de sortida del quadripol que ocupa la
posicié k, i designem per Ej, FEy.q els potencials induits per forces externes, sobre el mateix
quadripol. Les lleis de Kirchhoff ens donen les relacions segiients: Iy, = Iy 111 Fy = Epy1+Clgaq.
Determineu, per a un quadripol qualsevol, la seva intensitat d’entrada i el potencial a partir de
IiE;.

9.34. (*) (Ewvolucid del mercat.) Tres marques A,B i C competeixen oferint un mateix producte.
Suposarem que un client geneéric no compra mai dos cops consecutius el mateix producte. Si el
primer dia compra el producte de la marca A, el segon dia compra la marca B. Si en canvi ha
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9.35.

comprat la marca B o C el primer dia, pot ser que el segon dia compri qualsevol de les altres
dues marques, pero la probabilitat de que compri la marca A és doble que la probabilitat de que
compri 'altra marca. Estudeu quina és a la llarga la probabilitat de que compri cadascuna de
les tres marques.

(*) (Probabilitats.) Suposem que tenim dues urnes, la primera amb dues boles blanques i la
segona amb tres boles negres. A cada pas, procedim extraient una bola a l'atzar de cada una
i intercanviant les dues boles extretes. Proveu que la probabilitat de que a la llarga a la urna
primera hi hagi dues boles negres és la mateixa que si tinguéssim les cinc boles i calculéssim la
probabilitat d’extreure dues boles negres per a col.locar-les a la primera urna.
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10. EDO’s lineals i sistemes lineals a coeficients constants

(10A) EDO’s lineals amb coeficients constants.

10.1. Resoleu:
(a) vy — 8y =0.
(b) y® +8y" + 16y = 0.
(c) y® —y=o0.
Solucié:
(a) yn(t) = c1e®® + e~ (cg cos(v/3t) + c3sin(v/3t)).
(b) yn(t) = c1 + co cos(2t) + c3sin(2t) + cqt cos(2t) + cst sin(2t).
(C) yh(t) =crel + cpe P+ c3cost + cysint +
e!/V2 (e5 cos(t/v/2) + cosin(t/v/2)) + e V2 (er cos(t/V2) + e sin(t/v/2)).
10.2. Resoleu:
(a
(b

(c
(d
(e
(f
(8

2y + 2y + 3y =12+ 2t + 1.
y" + 3y — 4y = sin2t.
y" + 4y = sin 2t.

" 2" — By 4 6y = et
y" +2y" + 9y + 18y = 13e™ %
y" —2y" — 1y + 2y = cost.
y" —y = te.

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

Solucié:
(a
(b

(c
(d

(e
(

) = e t/2(c1 cos(V/5t/2) + ¢ sin(\/gt/Q)) — £+ 2t + L2
) = + e — 2 cos 2t — Z sin2t.

) = (c1 — t/4) cos 2t + ¢y sin 2t.

) = crel + coedt + cze7? + %e‘“.

) = (c1 +t)e 2 + ¢y cos 3t + c3sin 3t.

) ye(t)
)

(g

= cret + coe™t + c3e? + £ Lcost — 10 sint.

N N N N N N
)

/N N N N /N /N /N
o~

=1 + cgel + czet + el (t2 — 3t) /4.
10.3. Resoleu:

(a) ¥ —4y =cos’t, y(0) =4/(0) =0, y'(0) = 1.
(b) v +2y +y=tet, y(0)=1, y'(0) =2.
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(a) y(t) = —1 — 5t + gre* + Ze % — &5 sin2t. Hemos usado que 2cos?t = 1 + cos 2t.

10.4. Usar el comando dsolve de MATLAB para resolver simbélicamente los problemas:

(a) =y +y —y = tet sint.
(b) 2y® — 7y + 124" + 8y" =0, y(0) = y'(0) =y"(0) = 0, ¥(0) =y (0) = 1.

(a) El comando dsolve (’D3y-D2y+Dy-y=t*eyp(t)*sin(t)’) da la solucidn general
Yg(t) = cre’ + cacost + czsint — e’ (8cost + 5tcost — 19sint + 10t sint) /25.
(b) Obtenemos la solucion y(t) = 19/16 — 5t/8 — 48e~*/2 /41 + e (24 sin(2t) — 11 cos(2t)) /656 con los
comandos

>> edo=’2*Dby-7*D4y+12*D3y+8*D2y=0";
>> ci=’y(0)=0,Dy(0)=0,D2y(0)=0,D3y(0)=1,D4y(0)=1";
>> dsolve(edo,ci)

10.5. Tenemos una EDO lineal homogénea a coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico es
P(m) = (m? — 4)(m? + 9)(m? + 2m + 2)m.

(a) (De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones? Escribir la
solucién general de la ecuacion.

(b) ¢{De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas sus soluciones periédicas?
., Qué periodo tienen?

(¢) (De qué dimensién es el subespacio vectorial formado por todas las soluciones que tienden
a cero cuando t — +00? ;Y cuando t — —o0? ;Y cuando t — too?
Solucié: La EDO tiene orden siete, pues gr[P(m)] = 7.

(a) Siete. yg(t) = c1e®® + coe™ + c3cos(3t) + cqsin(3t) + e ~¥(c5 cost + cgsint) + c7.
(b) Tres, pues necesitamos que ¢; = ca = ¢5 = ¢g = 0. El periodo es T' = 27/3.

(c) Tres, pues necesitamos que ¢; = c3 = ¢4 = ¢; = 0. Uno, pues ¢ es la tnica constante que
puede ser no nula. Cero, pues todas las constantes deben ser nulas.

10.6. Probar que la EDO y"” — y = cost tiene una tinica solucién periddica. Calcularla.
Solucié: La solucion general de la EDO es
Ys(t) = yn(t) + yp(t) = cre’ +e % (cy cos V3t /2 + c3sin V3t/2) — (cost + sint) /2.

Tomando ¢; = ¢a = ¢3 =0, queda que y(t) = —(cost +sint)/2 es la tnica solucién periddica.
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

(opt.) Consideramos la EDO lineal no homogénea y® — y = 45sin(2t).

(a) Calcular su solucién general.

(b) Si y(t) es su solucién determinada por las condiciones iniciales y(0) = 3/(0) = y”(0) =
y"(0) = 0, jcual es el menor valor de n > 4 tal que y™(0) # 0? ;Qué valor tiene esa
primera derivada no nula?

(c) Calcular todas sus soluciones periddicas. ;Tienen el mismo periodo? En caso afirmativo,
dar el periodo comun. En caso negativo, dar el periodo de cada solucién.

Solucié:

(a) yg(t) = cre’ + cpe™ + cgcost + cysint + 3sin(2t), con ¢y, ¢z, c3,c4 € R libres.

(b) y™W(t) = 45sin(2t) + y(t), luego ¥ (0) = 0 + y(0) = 0. Derivando la expresién anterior,
vemos que y®)(t) = 90cos(2t) + ¢/ (t), luego y©®)(0) = 90 + /(0) = 90 # 0.

(c) Las frecuencias w; = 1 y wy = 2 son resonantes, luego tomando ¢; = ¢3 = 0, queda
y(t) = cgcost + cqsint + 3sin(2t), con c3,cqs € R libres. que son todas las soluciones
periédicas de la EDO. La solucién particular y,(t) = 3sin(2t) tiene periodo Ty = 27 /wy = 7,
todas las demés tienen periodo T' = m.c.m.[27 /w1, 27 /ws] = m.c.m.[27, 7| = 27.

(*) (Desintegracién radioactiva) La desintegraciéon de una particula inestable (esto es, radioac-
tiva) es un proceso aleatorio que no puede ser predecido, pero se sabe que esta desintegracién es
igualmente probable en todos los instantes. Por tanto, dada una muestra de un isétopo radioac-
tivo, el numero de desintegraciones en un momento dado es proporcional al nimero de atomos
radioactivos existentes en ese momento.

Sea A la constante de proporcionalidad, que recibe el nombre de constante de desintegracion.
Plantear la ecuacién que cumple el nimero de atomos N ().

La semivida t1/ es el tiempo que debe transcurrir para que se desintegren la mitad de los dtomos
iniciales. Relacionar £y/3 y A.

En el enlace http://www.walter-fendt.de/phl4s/lawdecay_g .htm se puede visualizar este
fenémeno mediante un applet de JAVA.

Solucié: La ecuacién es N’ = —AN y su solucién general es N(t) = Noe ™, siendo Ny el
numero de dtomos iniciales. Las relacion es Aty = In2.

(*) (Datacién por Carbono-14) Una muestra de carbén de la cueva de Lascaux daba, en 1950, una
media de 0.97 desintegraciones de *C por minuto y gramo, mientras que en drboles vivos suele
ser de 6.68. Estimar la fecha en que se hicieron las pinturas rupestres de Lascaux. La semivida
del “C es (aproximadamente) de 5730440 afios.

Solucié: La fecha aproximada es 5730(In 6.68 — In0.97)/1n 2 = 15951 anos antes de 1950. Es
decir, unos 14000 anos A.C.

(*) (Airbus A380) El avién de transporte de pasajeros Airbus A380 tiene un peso en vacio de
276.8 toneladas, su carga tipica es de 66.4 toneladas y puede despegar con hasta 248 toneladas
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10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

de combustible. Cuando alcanza su velocidad de crucero (900 kilémetros por hora), consume 28
kilogramos de combustible por tonelada de peso y hora. Suponiendo que siempre debe quedar
una reserva de 30 toneladas de combustible para el despegue, aterrizaje y por seguridad, ;cuél
es su rango de vuelo maximo con la carga tipica?

Solucié: Sea Py = 276.8 4+ 66.4 = 343.2 el peso en vacio mas la carga tipica y ¢y = 248. Sean
c(t) y P(t) = Py+ c(t) el peso del combustible y el peso del avién en el instante ¢. Entonces,
P' = —0.028P, luego P(t) = P(0)e 928 v asi ¢(t) = P(t) — Py = (Py + cp)e %928 — py.
Finalmente, la solucién de la ecuacién c(t,) = 30 es t, ~ 16.43 horas y el rango de vuelo es
re = 900t, ~ 14787 kilémetros.

(*) (Modelo de Malthus) Sea x(t) el tamano de una poblacién aislada que dispone de recursos y
alimento ilimitados. El modelo de Malthus consiste en suponer que el ritmo de crecimiento de la
poblacion es, en cada instante, proporcional al tamafio de la poblacién. Sea k& > 0 la constante
de proporcionalidad. Escribir y resolver la ecuacion diferencial resultante.

Supongamos que x(1800) = 0.978 x 10 y x(1900) = 1.65 x 10°. ;Cuanto vale x(2000)?

kt

Solucié: La ecuacién es o’ = kx y su solucién general es x(t) = zpe™, siendo x( la poblacién

inicial. La prediccion es £(2000) = 2.78 x 10?, aunque la poblacién mundial en 2000 fue ~ 6x 10°.

(*) (Principio de Arquimedes & Eliminacién de parametros fisicos) Una caja de altura he; y densidad
d flota en aguas tranquilas con pequenas oscilaciones. Sea h(t) la altura sumergida en el instante
t y heq la altura sumergida en la posicion de equilibrio. Cacular heq. Determinar, despreciando
los términos de friccién, la ecuacién diferencial que cumple h(t). [dem para la funcién z(t) =
h(t) — heq. Idem para la funcién y(s) = z(t) con s = wt y w? = g/heq, donde g denota la
aceleracion de la gravedad.

En http://www.phy.ntnu.edu.tw/ntnujava/index.php?topic=266.0 se puede visualizar el
movimiento oscilatorio de la caja mediante un applet de JAVA.

Solucié: heq = hejd. Las ecuaciones son h" + gh/heq = g, 2" +w?z =0y y" +y=0.

(*) (Muelle vertical con friccién) Colgamos una masa m de un muelle vertical cuya constante de
Hooke es . El medio ofrece una resistencia igual a p veces la velocidad instantdnea. Sean x.(t)
y xs(t) las desviaciones de la masa desde las posiciones de equilibrio del muelle con y sin masa,
respectivamente. Relacionarlas y plantear la ecuacién que cumple cada una.

Solucié: La relacién es z5(t) = x(t) + mg/A. Las EDOs son mz! + pxl, + Aze = 0 y
mal + pzl + Ars = mg.

(**) (Muelle vertical con friccién) Volvemos al problema anterior del muelle vertical, tomando
m = 1/2 kilogramos, A = 3/2 Newtons por metro y p = 2 Newtons por metro por segundo.
Recordamos que la ecuacién diferencial que modela la dindmica es

ma” + pz’ + Ax =0

siendo z(t) el desplazamiento desde la posicién de equilibrio con masa en el instante t.
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(a) ;Qué tipo de oscilacion es?

(b) Resolver el PVI correspondiente a impulsar la masa desde la posicién de equilibrio con
velocidad inicial vg.

(c) Calcular la aceleracién inicial de la masa. Calcular el instante ¢, > 0 en el cual la masa
alcanza su desplazamiento maximo. Calcular el valor del desplazamiento, de la velocidad y
de la aceleracion de la masa en el instante t,. Expresar los resultados de forma exacta.

Solucié:

(a) Tenemos la oscilacién amortiguada libre 2” + 2kz’ + w3z = 0 con k = p/2m = 2 y
w? = A\/m = 3. Por tanto, estamos en el caso sobreamortiguado: k > w.
(b) Las c.i. son (0) =0y 2/(0) = vo. La solucién del PVI asociado es z(t) = vo(e ™" —e ™) /2.

(c) La aceleracién inicial es igual a z”(0) = —42/(0) — 32(0) = —4vy. La solucién anterior
vale cero inicialmente, tiende a cero cuando ¢ — +o0o y tiene un vnico punto critico en el
instante ¢ = t, = (In3)/2. El desplazamiento, la velocidad y la aceleracién en ese instante
valen z(t,) = v0/3\/§ 2 (t,) =0y 2"(t.) = —4a'(t,) — 3x(t.) = —vo/\/3, respectivamente.

(10B) Sistemes lineals a coeficients constants.

10.21. Calcular la solucién general de los sistemas lineales X' = AX .

(a) A:(_; _i)

(b) A:(_Z _‘11)

(©) A:((l) :;)

1 —12 —14
d A=(1 2 =3
1 1 =2

Solucié: Si ®(t) es una matriz fundamental cualquiera, entonces Xy, () = ®(¢)¢ es la solucién
general.

@ o= 50 )

—e

2cos 2t 2sin 2t ot
sin 2t — cos 2t —(sin 2t 4 cos 2t)

o-
0- (1 1)
(

cos bt — 5sin bt sin bt + 5 cos bt
cos bt sin 5t
cos bt sin 5t
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10.22. Calcular la solucién de X’ = AX, X(0) = Xy, donde

-2 30
A= 10|, Xo=
01 1
i Tiene el sistema X' = AX alguna solucién X (t) acotada para todo ¢t € R?

cle_2t + Czet
Solucié: La solucién general del sistema es Xy(t) = coel , con c1,c2,c3 € R
c;;et
libres. Por tanto, la tnica solucién del sistema acotada en toda la recta real es la funcién
idénticamente nula. La solucién del PVI se obtiene tomando ¢; = ¢c3 =1 y ¢ = 2; es decir,
-2t t
e *" + 2e
X(t) = 2¢t

et

10.23. (Matlab)

(a) Usar el comando dsolve de MATLAB para resolver simbélicamente

¥y = x — X9
xh = m + 3z
.%'1(0) =1
.%'2(0) =0

(b) Usar el comando dsolve de MATLAB para calcular simbdélicamente la solucién general del
sistema X’ = AX, donde A es la matriz 4 x 4 del siguiente apartado.

(c) Usar el comando expm de MATLAB (no confundir con exp) para calcular numéricamente el
valor en el instante tf = 2 de la solucién deX’ = AX, X(to) = X, donde

1 =11 0 1
1 10 1 2
0 01 -1 |’ 0 3| 0
0 01 1 4

Esta matriz tiene dos VAPs complejos conjugados dobles y, ademds, no diagonaliza.

Solucio:
., 1 - t 2 ;7.
(a) Para obtener la solucion X (t) = ; et podemos usar el cddigo

>> eql=’Dx1=x1-x2’; eq2=’Dx2=x1+3*x2’; cil="x1(0)=1"; ci2="x%2(0)=0";
>> sol=dsolve(eql,eq2,cil,ci2);
>> [so0l.x1;s0l.x2]
ans =
exp (2*t)*(1-t)
exp (2*xt) *t
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10.24.

10.25.

(b) >> sistema=’Dx1=x1-x2+x3,Dx2=x1+x2+x4 ,Dx3=x3-%x4,Dx4=x3+x4’ ;

>> sol=dsolve(sistema);

>> [so0l.x1;s01.x2;s0l.%x3;s01.x%4]

ans =

exp(t)*(sin(t)*C2+cos(t) *C1+C3*cos (t)+sin(t)*C3*t+cos (t) *C4*t)

-exp(t)*(cos(t)*C2-sin(t)*C1-C3*sin(t)+cos(t)*C3*t-sin(t)*C4*t)
exp (t)*(C3*sin(t)+cos(t)*C4)
-exp (t)*(C3*cos (t)-C4*sin(t))

(¢) La solucidn del PVI es X (t) = e®"1)AX,. Implementamos esta férmula con el codigo:

>> A=[1-110;1101;001-1;00 1 1]; X0=[1;2;3;4]; t0=1; tf=2;
>> Xf=expm((tf-t0)*A)*X0
Xf =

-7.8494

17.9616

-4.7433

12.7368

(*) (Péndulo de Wilberforce) Una masa colgando de un muelle flexible en forma de espiral
puede oscilar en modo longitudinal (arriba y abajo) o torsional (girando), existiendo un pequeno
acoplamiento entre estos dos tipos de movimiento. En Youtube se pueden ver péndulos asi.

Sean y(t) y 0(t) los desplazamientos desde la posicién de equilibrio en estos dos modos. Es decir,
y(t) mide las oscilaciones verticales mientras que 6(t) mide las torsionales. Sea m la masa y
I su momento de inercia. Sean w? y v? las constantes longitudinal y torsional de Hooke del
muelle. Supondremos que el acoplamiento entre los dos tipos de movimiento consiste en que la
“influencia” que cada uno de ellos ejerce sobre el otro es proporcional a su propio desplazamiento,
con una constante de proporcionalidad comtun. Plantear, despreciando las fuerzas de friccién, las
dos ecuaciones de segundo orden del movimiento, para después transformarlas en un sistema
lineal formado por cuatro ecuaciones de primer orden.

Soluci6é: Las ecuaciones del movimiento son

my" + wy €l
10" + %0 = ey

donde € es la pequena constante de proporcionalidad comin. Introduciendo las nuevas funciones
incégnita z =y’ y Q = @', transformamos ese par de ecuaciones en el sistema lineal de primer

orden
y =z
7= —wly/m+el/m
0 = Q
QO = 20/ +ey/l

(**) (Pulsacién en el péndulo de Wilberforce) Una masa colgando de un muelle flexible en forma
de espiral puede oscilar en modo vertical (y) o torsional (). Despreciando las fuerzas de friccién,
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10.26.

las ecuaciones del movimiento son

my" +woly = €0
10" +15%0 = ey

donde m, I, wy y vy son pardmetros positivos del sistema, mientras que € es una cantidad
pequefia. Para simplificar, supondremos que m =1 =1, vp = wp ¥ |e| < wo?.

Estudiar la estabilidad entorno al origen. Después, probar que existen unas frecuencias wy y w_
tales que las funciones

y(t) = cos(w4t) cos(w_t), 0(t) = sin(wyt) sin(w_t)

son la solucion del PVI formado por las ecuaciones del péndulo y las condiciones iniciales:

Probar que lime_ow; = wp y limegw_ = 0. Interpretar fisicamente el resultado como una
transferencia “pulsante” de energia entre los dos modos de movimiento.

(No es facil, ver http://people.cs.uchicago.edu/ lebovitz/Eodesbook/1lc.pdf)

(Grandes Lagos) Queremos estudiar la evolucién en la concentracién de un contaminante en los
lagos Eire y Ontario, conectados por un rio que fluye del primero al segundo. Sean Vg y Vo los
volimenes respectivos, en millas ciibicas. Sean rg y ro los respectivos caudales de salida, en
millas cibicas por ano. Se cumple que ro > rg, pues el lago Ontario recibe todo los que sale
del lago Eire y algo mas. Sean eg y ep las concentraciones de contaminantes que entran a cada
lago desde el exterior, en kilogramos por milla cibica. Sean cg(t) y co(t) las concentraciones de
contaminantes que hay en cada lago en el instante ¢.

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales que cumplen las funciones cg(t) y co(t). ;Es un
sistema lineal? Usando la intuicién, y sin resolver el sistema, ja qué tenderan estas concentra-
ciones cuando t — +00? ;Cémo se pueden interpretar los cocientes pg = rg/Veg y po =10/Vo?
Finalmente, calcular la solucién general al fijar los valores (Google):

Ve =116, Vo=2393, 1=285  ro=99.

(En realidad, los Grandes Lagos son cinco: Superior, Michigan, Hurén, Eire y Ontario. El modelo
completo se encuentra en el libro “An Introduction to Mathematical Modeling” de E.A. Bender
o en el PDF http://www.mal.upc.edu/ edis/lakes.pdf de S. McKelvey.)

Solucié: La cantidad de contaminante que entra en el lago Eire es rgeg y la que sale es
recg(t). La cantidad de contaminante que entra por unidad de tiempo en el lago Ontario es
rece(t)+(ro—rg)eo y la que sale es roco(t). Por tanto, obtenemos el sistema lineal a coeficientes
constantes

/

{ g = TE(GE - cE)/VE
co = ((’I“Q —TE)eo + rEcE — ’I“QCQ)/VO

La concentraciones tenderan a igualarse con las respectivas concentraciones de entrada. Es decir,
tenderdan a ep en el lago Eire y a (rgeg + (ro — mr)eo)/ro en el lago Ontario. Los cocientes
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PE Vv po podrian interpretarse como la proporciéon de agua que se renova en un ano en cada
lago, aunque no es exactamente asi. Finalmente, la solucién general obtenida con los valores
“googleados” es

ce(t) = cre PE! 4+ ep, co(t) = crae PPl 4 e PO! 4 (85eg + 14ep)/99.

donde pp = 85/116 ~ 0.73, po = 33/131 ~ 0.25 y a = PO~ — —0860/21921 ~ —0.45.

Observamos que contra mayores son pg y po, mas rapido se estabilizan las concentraciones de
contaminantes. ;Es l6gico?



